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П редисловие

В настоящее время ощущается нехватка дидактического материала 
по общему курсу высшей математики. Имеющиеся в наших библиоте­
ках сборники задач Кузнецова Л.А. и Рябушко А.П. уже ветшают и по 
количеству экземпляров не позволяют нормально строить учебный 
процесс. Известно, что для выработок у студентов способности усвое­
ния материала необходимо индивидуализировать не только контроль­
ные работы, но и домашние задания. Это мнение подкрепляется лич­
ным опытом автора и моих коллег по кафедре. Только задачники этих 
авторов позволяли проводить занятия с максимальной индивидуали­
зацией заданий.

Увеличение самостоятельной работы студентов для развития их 
способностей предполагает соответствующее методическое обеспече­
ние учебного процесса. Этот сборник позволяет многим преподавате­
лям продолжить прежний метод обучения, который основывался на 
учебно-методических пособиях авторов, названых выше.

Данный сборник является второй частью учебно-методических по­
собий под названием «сборник домашних заданий по высшей матема­
тике», написанного в соответствии с действующими программами 
курса высшей математики для инженерно-технических и энергетиче­
ских специальностей университетов. Это пособие также можно ис­
пользовать и для других специальностей. Кроме того, он вполне дос­
тупен для студентов дистанционной формы обучения.

Весь комплекс учебно-методических пособий состоит из трех час­
тей. Материал каждой части соответствует I—П1 семестрам учебного 
процесса. Для тех специальностей, которые курс высшей математики 
изучают в течении двух семестров, рекомендуется сделать необходи­
мую выборку. Охарактеризую структуру пособия, методику его ис­
пользования, организацию проверки и оценки знаний студентов. В 
первой части содержится материал по определителям, матрицам, ли­
нейной и векторной алгебре, аналитической геометрии, дифференци­
альному и интегральному исчислению функций одной переменной. 
Во второй части содержится материал по определенным, несобствен­
ным, кратным и криволинейным интегралами с их приложениями, 
дифференциальным уравнениям и системам, рядам. Весь практиче­
ский материал II семестра по курсу высшей математики разделен на 
главы, а некоторые главы -  на параграфы, в каждой из которых дают­
ся необходимые теоретические сведения (основные определения, по­
нятия, формулы), используемые при решений задач и выполнении уп­
ражнений, изложение этих сведений иллюстрируется решенными
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примерами. В конце сборника приводятся индивидуальные домашние 
задания (ИДЗ) по материалам II семестра, которые разделены на 4 
части (№ №4-7). Эти ИДЗ рекомендуется выдавать в 4 этапа по 10 за­
даний в каждом, из расчета по 2 задания на одну учебную неделю. 
После приема заданий одного этапа выдаются последующие. Каждое 
задание содержит по 20 вариантов. Практические занятия можно вес­
ти по так называемому блочно-цикловому методу оценки знаний, со­
стоящий в следующем. Материал каждого семестра делится на 3-4  
блока, по каждому из которых выполняется ИДЗ. В конце каждого 
цикла проводится письменная контрольная работа на одну пару, в ко­
торую входят 6-8 задач. Учет оценок за ИДЗ и контрольные работы 
позволяют вывести общую оценку за каждый блок и итоговую оценку 
за семестр.

Тогда оценка на экзамене, где в основном предлагаются теоретиче­
ские вопросы будет более объективной.

В заключение отмечу, что пособие в основном ориентировано на 
студента средних способностей, и усвоение содержащегося в нем ма­
териала гарантирует удовлетворительные и хорошие знания по курсу- 
высшей математики. Для отлично успевающих студентов необходимы ) 
дополнительные индивидуальные задания повышенной сложности, 
которыми могут быть теоретические упражнения и нестандартные за­
дачи.

Настоящий сборник адресован преподавателям и студентам и 
предназначен для проведения практических занятий, контрольных ра­
бот в аудиторий и выдачи индивидуальных домашних заданий по 
всем разделам курса высшей математики.
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Глава 7 
Определенный интеграл

Для определенного интеграла имеются три способа для точного и 
очень много способов для приближенного вычисления.

1 М етоды точного интегрирования

1.1 Непосредственное интегрирование
Если подынтегральная функция является табличной или приводит­

ся к ней с помощью тождественных преобразований, то для вычис­
ления определенного интеграла сразу применяется формула Ньютона- 
Лейбницаг-^

\

\ f (x )dx  = F(x) ,

где F(x) -  первообразная для f(x). 

П рим ер 1

J——\dx == jfl — = (x -2 1 n |x  + l|| = (l - 2  In 2 ) - (О- 2  Ini) = 1 -  2 In 2 .

Пример 3

= (|пЦ-+ 2arclf! x)j,/ = (in-i/? + 2arcig-Jl)~ (in I + 2arctgl) =

1.2 Интегрирование no частям
Этот способ реализуется с помощью формулы



k
где J udv -  данный интефал, 

h
fvdu -  новый интеграл. 
в

Идея этого способа в том, чтобы данный нетабличный интеграл 
заменить табличным или более удобным для дальнейшего вычисления 
новым интегралом. Если подынтегральная функция содержит лога­
рифмическую или обратную тригонометрическую функцию, то её бе­
рут за U(x). Если таких функций нет, то за U(x) берут степенную 
функцию.

jud\' ■ uv £ -  jvdu ,

Пример 4

J.Y In V dx =

и = Injf 
dv -  xdx

d u - ±  
X

= — In.v 
2

-  [—  • — dx = — In 2 -  — In 1 -  [ -  dx J о v 2 2 i •  * * i

21n2- — 
4

2 1 1 3 
= 21n2~  — + — = 2 1 n 2 - l  + —= 21n2---- .

4 4 4 4

Пример 5

\x*arclg xdx =

и = arclg x 

dv = x'dx 
dx

du -
1 + x5

= — arclg x fx' ^
~ T l u ! "

- ^ • Н И ( т - Н ~

 ̂ 3 12/  3 2 2 I i \ 2  2 J
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W 3 - l _  1 1 , |  1 1 . _ 4V3 - I  1 1
----гг— л г--  + -1п2 + - - -1 п 2  = -------- л  —  + -  In 2.

12 2 3 6 6 12 - 3 6

Пример 6

Jjccos.rtZr =

I/ = X
шу = cosxdx
I du = lix 
iv 1 sin x

.* >
= xsm x|J -  Ismxdx =

я  ■ я  „= — sin---- 0 +  COSX
2 2

Этот метод интегрирования нередко применяется с целью получе­
ния удобных рекуррентных формул, позволяющих сводить данный 
интеграл к аналогичному, но более простому.

П ример  7
я

/„ = jcos" xdx, где л > 2, п -  натуральное число.

и  =  COS X

dv = cos xdx 
du = (1 -  rt)cos"~: x s i n x <& 

v = sin x

■■ sin xcos"*1 x  IJ + (и - 1) Jcos’~J xsin’ xdx =

= 0 + ( n -  l)J(cos""3 x -cos" x)dx = (л -1 ) /  1 -(я  - 1) /„.

Отсюда /„ =(л-1) - (л - l )  /, или /„ = —— /,.,,гд е  /_ . -анало-
п

гичный, но более простой интеграл.

1.3 Интегрирование заменой
Этот способ реализуется с помощью формул:

* р
а )  J / ( x )oLt  =  |х =  <p(t)\ =  \f[q>{t)\p'(t)dt ,

if а
где а и р  — корни уравнений а = <p(t) и Ь = <p(t) соответственно. 

h
б) j/(x )d x  = |/ = Их)| -  fg(t)dt 1 где g(t) — функция от t.

** *(U|
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Пример 8

I
dx

I xVl + lnx
i dx «/(= —

X

формула В

/ = 1 + Inx Щщ= 2 - 2 - 2 - l  = 2

Пример 9

Щ &  А' = Г
/ 1 + x *

= = 2 К #  = 2 jf I----И 1  =
м + /*  i+ i1 m  » i

й| = 2tdt 
формула A

= 2(i-arcigi)\2 =2(2 -  a rc lg l) -2(l -  arc/gl) = 2 -  2arcig2 + —

2 Методы приближенного интегрирования

В ряде случаев невозможно выразить первообразную для подынте­
гральной функции f(x) через элементарные функции в конечном виде. 
В ряде случаев на практике не требуется знать точное значение опре­
деленного интеграла.

В этих случаях применяются способы приближенного интегриро­
вания. Таких способов довольно много. Здесь рассмотрим толкую три, 
которые реализуются с помощью следующих формул:

Л I
1) [f(x)dx ---------- (у, + у 2 + . . .  + у п) -  прямоугольников,

I п

2) j f  (x)dx * + >, + > 2 j -  трапеции,

А I
3 1 j f  (x)dx * ——  ((у,, + У и ) + 4 0 ’, + л  + ... + ) 1 2(у2 + у4 + .. .+  г-,.., |

а

-  парабол, где >•, = /(**), xt = а + — - - к ,  к =  0, 1,2. ..., п.
и

п  -  Л/, (b -  а)1Погрешности этих вычислении не превышают ——----- —,
2л

М ,(Ь-аУ МЛЬ-аУ———г-2- ,  ——-----f-  соответственно,
12 и2 180(2и)
где -  наибольшее значение / “ ’(х) на [а, Ь].
Для применения этих формул удобно вначале составить таблицу 

вида:



Ч Х() Х| х2 х„

Ук Уо У| У2 | Уп

Пример 10 f — - 
Jl + .r

-  данный интеграл вычисляется точно, поэтому мы можем срав­
нить точности приближенного вычисления по этим формулам. Най­
дем  точное значение интеграла:

f— —г = arctg х |' = arclg 1 -  arclg 0 = — = 0,7854. 
f l  + .v  4

Составим таблицу для п=10:

, Ч  I 0 j 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
I ук ! 1 1 0.9901 0.9615 0.9174 0,8621 0.8 0.7353 0,6711 0,6098 0.5525 0.5

Найдем приближенное значение интеграла по каждой из этих фор­
мул:

по формуле прямоугольников получим:
I 1

* 0.1 (0,9901 + 0,9615 + 0.9174 + 0,8621 + 0.8 + 0.7353 + 0.6711 + 0.6098 +
I I + д-
+ 0.5525 + 0.5) * 0,7600;

по формуле трапеции получим:

* о.1 f +0,9901 + 0,9615 + 0,9174 + 0,8621 + 0,8 + 0,7353 + 0,6711 +
,Jl + .t! I 2
+ 0.6098 + 0.5525)» 0,7850; 

по формуле парабол получим:
* //r I
| - = - r  » — •((!+ 0.5)+ 4 (0,9901 + 0,9174 +0.8 + 0,6711 + 0,5525)+ 
д 1 + x 30 Л '
+ 2 (0.9615 + 0,8621 + 0.7353 + 0,6098))» 0,7854.
Видим, что по формуле парабол результат получается намного 

точнее, а формула прямоугольников наименее точная.
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3 Несобственные интегралы

Определенный интеграл [f(x)dx  обобщается на случаи:

1) когда функция рассматривается на бесконечном промежутке 
(а. + оо), (-оо,Ь), (-ос. + со);

2) когда функция не ограничена на промежутке интегрирования 
[о. А].

Эти обобщения приводят к несобственным интегралам 1-го и 2-го 
рода соответственно.

Рассмотрим [j\x)dx -  несобственный интеграл 1-го рода.

Составим ф(/)= [f(x)dx и найдем lim ф(!). Если этот предел конеч­

ный, то несобственный интеграл называется сходящимся и равен то­
гда этому пределу.

Пример 11
dxИсследовать на сходимость несобственный интеграл: Г—--------

j  х~ +2 х + :

Ф(1) = J—— ----- - = Г-— ^ —- = arctg( х + 1)1' = arclg (I +1) -  arcigl
>х2+2х + 2 0j (jc + 1)j +1

• • . . ,■ | | Jt n 7[lim 0 (0  = lim I arctg(i + 1)---- I = -------- = — < 0 0
4 / 2 4  4

Значит несобственный интеграл сходится и f—г— ---- = — •
I  j x  +2дг + 2 4

Пример 12

Исследовать на сходимость несобственный интеграл: jjrcosxdx. 

Имеем J.vcosAiiv = Jxcos.vflEv + ^х q o s  xdx.

Исследуем первый интеграл: ф{!) = jx  cos xdx =
I

О

= jrsin jr 1 Jsinxdx = ~i  sin/ + cosx|° = 1 - c o s / -Is in i

U — X

dv = cos xdx 
du = dx 
v = sin x

10



lim 0 (f)  = lim (l - c o s / - / s in f ) .

Этот предел не существует, поэтому по определению несобствен-
О

ный интеграл Jrcosxdr расходится, следовательно, расходится и дан­

ный несобственный интефал. В таком случае такой интефал ни к че­
му не приравнивается.

Ь

Теперь рассмотрим несобственный интефал 2-го рода ]/(*)<&. Ви-
а

зуально он ничем не отличается от определенного интефала. Однако 
f(x) неофаничена на [а, Ь], поэтому интефал несобственный. Здесь 
также имеются три случая:

1) Дх) неофаничена в точке х = а;
2) f(x) неофаничена в точке х = Ь;
3) fl[x) неофаничена в точке х = С, а<С<Ь.

*
Рассмотрим первый случай. Составим ф{е) = ]/(*)<& и найдем

lim ф и  ) От значения этого предела зависит, аналогично, что будем 
иметь: сходимость или расходимость несобственного интефала.

Пример 13

Исследовать на сходимость несобственный интефал: f—
. х

</>(£•)= Г—---=1 , dx ~ [ — = ln(/) = — lnln(l -*-«■)
. ' x l n x  | ^ = -  М1{ „ /  ........

lim «/>(£) = Iim{- Inlnfl + £))■= ® .*0 (-4
Значит, несобственный интефал расходится.

Пример 14
dx

lnx
I -  lnx , dt

Исследовать на сходимость несобственный интефал: [—
* *■X  + Х - 6

Подынтефальная функция /(х) = —------------неофаничена в точке
1 + 1 - 6

х = 2, поэтому интефал несобственный.
dx 'г dx г dx

•х -6Имеем \-т— —  = Г—г— —  + Г-г— 
, х '  + х - 6  ' х" + х - 6  : х  +;



Исследуем первый интеграл: 

dxШ s 2_г£ dx ШФ(е)= I 2 . 7=  I
I X +  Х-—6  1

1

11  25 2 -  х+ _ | _ _  2
In

1 5 х+  
2 2
I  5 х+—+ — ? о

=—In х -2 2"с j I е 
= 1п 6 1  1 1 — In—= - In4+ln-^—!

5 х+3 , 1 I5-* 5 4 5 15“ е1

lim <bfel = — lim 
е - » о '  '  5 Е - > о

1п4 + In
5 -е

Этот интеграл расходится, поэтому расходится и данный несобст­
венный интеграл.
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Определенный интеграл имеет разнообразные применения в облас­
ти геометрии, механики и физики. Здесь мы рассмотрим некоторые из 
них.

I Вычисление площади плоской фигуры

Случай I Фигура ограничена графиками функции, заданными явно.
Ь

Основной формулой является: S = j/(x )dx  -  площадь области D.

Глава 8
Применения опрелеленного интеграла

Все другие фигуры являются некоторой комбинацией таких фигур.

Пример 1 Вычислить площадь фигуры, ограниченной прямыми 

у  = 0, х -1 , х = Э и кривой у  = - х 1.

Построим эту фигуру:

Вычислим площадь по формуле:
Vl . . 1 1 ........... 26 13



Пример 2 Вычислить плошадь фигуры, ограниченной осью OY и 
кривой х = 2 у - у ' . Построим эту фигуру:

y t
2

Фигура соответствует основному случаю. Здесь оси координат по­
менялись местами.

Вычисляем по основной формуле:

Пример 3 Вычислить площадь фигуры, ограниченной прямыми 
у = х +1, у -  0 и кривой у  — cos х .

Построим эту фигуру:

щ
1

Эта фигура не относится к основному, т.к. верхняя линия состоит 
из графиков двух функций. Ось OY разбивает эту фигуру на две фи­
гуры, которые соответствуют основному случаю.

2

О х

-1 О л



Пример 4 Вычислить площадь фигуры, заключенной между кри-
- , 8 а 1 

ВЫМИ -Г- =  4 ау  , у  = — -------- - .
х  + 4  а '

Построим эту фигуру:

Эта фигура не относится к основному, так как не лежит на оси ко­
ординат. Площадь данной фигуры равна разности площади двух фи­
гур, которые являются основными. Точки пересечения графиков оп­
ределяются из системы данных уравнений.

Имеем S = f — -dx -  f ^—ctx = 8а1 — arctg —  
J 0x } + 4а а 2 а 2а

8 о5

“  - 4 - А4 а 3

= Hu'urclgi —
6 а

,  я  4а' 2 4  j 
• =  8 а -------------* 2 а  к — а .

Случай 2 Фигура ограничена графиками функции, заданными в па­
раметрической форме.

В

\Х ж ф(/)
Пусть кривая АВ задана уравнением < , тогда площадь

[у = ИО
р

штрихованной фигуры вычисляется по формуле: S = , где а
т

и р -  значения параметра t для точек А и В соответственно.

15



П рим ер 5 Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой 
|_ _ .2  _1
J . По методу (гл.З, пример 9) строим график этой функции.
и = ' 3- '
Составим таблицу:

t -2 -1 0 1 2
X 3 0 -1 0 3
У -6 0 0 0 6

По полученным точкам строим график:

Штрихованная фигура симметрична относительна оси ОХ, поэтому 
найдем площадь ее верхней половины. Точки А и В получаются при 
t=0, t=l соответственно. Найдем площадь по формуле:

П ример 6 Вычислить площадь фигуры, ограниченной эллипсом:

£1 + 21 
а2 Ъ2

Эту площадь удобнее вычислять, когда эллипс записан в парамет-
|дг = a cost 
[ y  = bsm t

Найдем площадь фигуры, расположенной в I четверти, что состав­
ляет четверть всей площади. Тогда по формуле имеем

рической форме

5  = 4- Jft sin/(—в sin/)<Л = Aab Jsin ’ tdt = 2ab J(1 -  cos 2l)dl =

16



, Ц , - 2 1 2 £ | ' . 2 » б [ £ - о ] - о ^

Случай J Фигура ограничена графиками функции, заданными в по­
лярной системе координат. В этом случае формула вычисления пло­
щади зависит от расположения полюса относительно фигуры:

а) полюс расположен вне фигуры:

О (полюс) р, = F, {<р)

Р\-Рг ~  уравнения соответствующих частей замкнутой линии (гра­
ницы фигуры).

ОА, ОВ -  касательные к фигуре из полюса О.

Тогда площадь определяется по формуле: S = ̂  (<р) -  F* (<p)]d<p , 

где а  и р  -  полярные углы касательных (а  < р ).

Пример 7 Вычислить площадь фигуры, заключенной внутри 
р  = 2 sin #>, но вне р  — 1.

По методу (гл. 3, пример 8) строим графики этих функций. Второй 
график есть окружность R=1 с центром в полюсе. Для построения 
первого графика составим таблицу:

ш 0 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°
р 0 1 в Ц 2 ш V2 1 0

По полученным точкам строим [рафик, который также есть окруж­
ность R=1 с центром в точке С.

• В Т о р а й г ы р о в  
П М У -дщ  

емик С.Бейсембаес 
атындагы гылыми

К 1 Т А П Х А Н А С Ы



Для определения полярных углов касательных решаем систему из 

данных уравнений: \ Р ~ \  . , отсюда а  = 30°, /7 = 150°. По формуле 

имеем:
р  = 2sin<p

5ж Ы

5 = 1  |(4 s in3 (p-\)d<p = — J[2(l -  co s2 p )- \]d<p = ^  J(l -2cos2<p)d<p =
2 ,0.

i  -(g>- sin 2 <p)

71 1 ( У з

3 2 2

1 ( Ьл . Ьп \ 1 i  - я
" г !  6 sm  з J 2\6 1 з
1 л/з _ it л/з
2 2 _ 3 + 2

б) полюс расположен на границе фигуры:

ОА, ОВ -  касательные из полюса О.
1"Площадь вычисляется по формуле: S = -  jF 2(<p)d<p.

Пример 8 Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой
х2 =4 у 1 -у * .

Строить эту фигуру и вычислять площадь удобнее в полярной сис­
теме координат. Заменяем X и Y полярными координатами: х = pcos<p, 
у  = psinip. Получим (pcos<p): = 4(psin<p)2 -(psin^)*,

, , J4sin2 a»-cos2 © т.
p~ sin q> = 4sin' <p-cos" <p, p  = ---------- ;----------• Из условия

sin <p

4sin2 p -co s2 qp > 0 получим |/gp| > i . Замечая, что график симметричен 

относительно осей ОХ и OY, имеем:

18



(р 1arctg — о

__
__

__
_

45' 60' 90‘

р 0 2 | 2л/П
3

2

По полученным точкам строим график:

Найдем площадь четвертой части фигуры:
Я Я

1 j  4sin ' <?-cos* (р л__ ( (  4 cos' <р
Ж :  (. sin (р

-dtp = 2 |
,Â sin cp sin tp

dx =

■ 4ctgip +—ctg3q>

= 8- 2 -  — -2’ * 16- — * — .
3 3 3

в) полюс расположен внутри фигуры:

= 2 | 4ctg^arctg~ \-^ctg '^arctg)^

1 fПлощадь вычисляется по формуле: S = -  j f 2(<p)dtp.
2 о

Пример 9 Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой 
р  = 2а ■ (2 + cos ср), (улитка Паскаля).

Так как c6sg> четная функция, то график симметричен относитель­
но полярной оси. Составим таблицу:

19



1 <р 0° U> О о 45° ON О о о о о 120° 135°

Оо ОО00
р 6а 5,7а 5,4а 5а 4а За 2,6а 2,3а 2а

По полученным точкам строим график:

Используя симметрию, имеем:
• JT * .

S  = 2 — Йа 1 (2 + cosp)3d<p = 4al J(4 + 4cosq> + cos: <p)d<p =
2 о о

= 2a' f(8 + 8cos^ + l + cos2̂ i)rf<i> = 2aJ|9<? + 8sin<i> + —sin2^J = 
о '  ■'lo

= 2a1 -9n  = 18a3/ r .

2 Вы числение длины  дуги плоской кривой

Как и при вычислении площади, кривая может задаваться обычной 
функцией, в параметрической форме и в полярной системе координат. 

Для каждого случая имеется формула длины кривой АВ:

а) L  = Щ  + ( / ’(*))2d x , где а и b -  абсциссы точек А и В при (а < Ь).

р I------- 1------------
б) lAh = Ш О ) У  +(.V',{ i)Y d i, где а  и р значения параметра t для точек

о
А и В при (а  < Р).

р j— --------------- -
в) ha ~ I W ^ W m v m m  где а и Р значения полярного угла <р 

для точек А и В при (а < Р).

20



Пример 10 Вычислить длину кривой х = —у 2 --In .v  между
4 2

ками, ординаты которых у  = 1, у  = е . По формуле (а) имеем:

— у  — In у
4 2

У

М , 1, Y  е' 1 1 eJ +1= - > ' + r ln > | = — +--------------- .
U  2 Л, 4 2 4 4

Пример 11 Вычислить длину кривой x = i a t \  > =3</(2r-/J ] 
шей над осью ОХ (а>0).

Из условия у = Зв(2г / , (2 - / : )г 0 , г  < 2, - -J2 <t < -J l,
му а = —J l ,  р  =  yfl.

По формуле (б) с учетом симметрии, имеем:

1М 1 2 У(2Ааг У +9a:(4 t-4 r 'fd r  = 24a f-jb?  + ?  -2 / 4 +f*Jr I
о о

= 24« |(/ + /' )t* = 24ti| L  + L J  = 24fl(l +1)= 48a .

Пример 12 Вычислить длину логарифмической спирали р ;

1ала до точки <р = —. Из ;
а

По формуле (в) имеем:

начала до точки <р = —. Из условия следует, что а  = 0, р -  -  
а а

I ы -  f \ ( e " )" + (a e r)~dtp = je ^  ■ vl + a'dip -  yj\*a: ■ -—■ = vr

её точ-

, лежа- 

поэто-

=е от 

(«?-!)



3 Вычисление объема тела

Для вычисления объема имеются формулы: Г = \S(x)dx, где S(x) -

площадь поперечного сечения. 
h

1' = л  [f*(x)dx  -  объем тела вращения вокруг оси ОХ.
и

2 .2 .2 X у" 2
П ример 13 Вычислить объем эллипсоида: — + + — = 1. 

Рассмотрим сечение плоскостью х = х, (- а <, х, < а ) .

ш . 1  11 Ш У1.+ ^ .= 1 —  
Ь' с а Г,Ь~ 1— V

1 ш
.■I i - 4

а

= 1.

Это ЭЛЛИПС С полуосями Ь, = bjjil -  ^7 , С, = С .

Площадь этого сечения по формуле (гл.9, пример 6) равна 

.9(х) = я-й,с, = л Acf1- “T j. По первой формуле с учетом симметрии 

относительно плоскости х = 0, имеем:

Г  = 2 J/r 6с̂ 1 -  —- =  2Ьс/г^х -  J"rj| = 2Ься^а -  j  j = -j/r abc.

Пример 14 Вычислить объем тела, образованного вращением во­
круг оси OY фигуры, ограниченной линиями: у~ = 4 - х ,  х = 0.

Так как вращение вокруг оси OY, то в первой формуле поменяются 
местами оси координат:

V = л  |(4 -  у  -У dy = 2л J(l 6 -  Sy2 + у* )dy = 2л 16 у  -  -  у  ’ + I =

.  64 321 512- 2 л  32-----+ — = -----л .
3 5 |  15
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4 П лощ адь поверхности вращ ения

Такая площадь вычисляется по формуле:

а) S  = 2 т  ]' / (л-)| - д/i + (/'(*))"<&, где f (x )  -  функция, на графике кото­

рой расположена вращаемая кривая АВ, а и b (а<Ь) — абсциссы точек 
А и В соответственно.

Если мы имеем параметрическую форму или полярную систему 
координат, то формулы площади имеют вид:

б) S  = 2т [У(П! A<p'(t)Y + (^ ,(/)}:с//, где [Х ;
;  U * r ( 0

В ) S = 2 т  Jp;sin<pj d(p, где p=F(<p).

Пример 15 Вычислить площадь поверхности, образованной враще­

нием цепной линии у = 

точки х — а .

е а + е  * , вокруг оси ОХ от точки х -  -а  до

Найдем г = - i  ?•* - е  и и так как данная функция четная, то её гра-

<h =

фик симметричен относительно OY, поэтому по формуле (а) получим:
I  •/!

V

j | i "  + 2 + с' ■ jcfc = - + 2 . x - ~ е  “ J  =

1 (  ‘ _ « \  I i f '  О
S  = 2-2/г f—» е* + *' • J l  + — e° - e  ■* dx = a x  [

h \  v 4 I

/  :
*  а к

a m  —e  +
_ a I f « в л-a / 22a — e — a x \ -------- * --------- w? - e  +4 1

2 )  \2 2J  2 1

Пример 16 Вычислить площадь поверхности, образованной враще-
w fjr *  a ( f - s i n f )нием вокруг оси ОХ одной «арки» циклоиды: < , 0 £ t < 2 т .

[у = a(i -  cos О
Найдем х * а ( 1 - c o s f ) ,  у '»  a s i n / .

По формуле (б) имеем:



2a:n f(l -cos/)2sin-̂ efr = 2а:л  (f 2sin—-sin — + sin — \h  =
, 2 i  1 i  г г

8 | »
(2 3/ ,  /—cos---- 6 cos—

2 2
_ 2 I 2  ,  2  Л . j  16 64a 'n  2a it\ —  + 6 —  + 6 =4o f t— = --------

3 3 . 1  3

Пример 17 Вычислить площаль поверхности, образованной враще­
нием кардиоиды /j=a(l-cos$») вокруг полярной оси.

Так как кардиоида располагается симметрично относительно по­
лярной оси, то та же поверхность получается при вращении половины 
кардиоиды.

По формуле (в) имеем:

S = 2л Ja(l -  cos 0>)sin <р y]a'{\-cos<p)2 + a2 sin3 <pd<p =
(I

= 2aln  J(l -  cos <t>)sin $0 • 2 s in —d<p =  2a 'n  j |  2 sin < o sin — - s i n 2 ^ s i n ^  ш<р = 
о -  0 v ? -  J

,  ,  V  За» <p 1 1 3((Л .= 2a'я  I -  cos — + cos — + — • cos — ---- cos— \d<p =
J | 2 2 2  2 2  2 J

' . a  1 . S o  . 3 <p
= 2«"/T| 2 sin — + - s i n -------sin —2 5 2 2

= 2a1 л\ 2 + — +11 = ЯН x
5 ; 5

5 Вычисление работы переменной силы

Работа по перемещению на отрезок [а,Ь] под действием перемен-
b

ной силы определяется по формуле: А = ГF(x)dx.

Пример 18 Сжатие пружины пропорционально приложенной силе. 
Вычислить работу, производимую при сжатии пружины на 4 см, если 
для сжатия на 0,5 см требуется сила в 1 кг.

Пусть л* -  величина сжатия (в метрах),
F(x) -сила, требуемая на это сжатие (в килограммах).

Тогда F{x) = кх, где к  -  коэффициент. Найдем его из условия, име­

ем /=  * • 0.005, А: = 200— . Значит F(x) = 200х. 
м

0.04

По формуле получим А = feOQxdx = 1 00х21 ' = 0,16 кг ■ м .
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П ример 19 Вычислить работу, которую необходимо затратить на 
выкачивание воды из резервуара, представляющий собой лежащий на 
боку иилиндр длиной I и радиусом R, через отверстие вверху. Удель­
ный вес воды:

Г=9.81Ш /.ч \ / = 5.u, R = 1.ч.
Решение.

На высоте у выделим слой воды dy. Его объем 
Л ' = \CB\ldy = 2 l jy ( lR -y )d y .

Работа по поднятию этого слоя на высоту Н = 2R -  у  равна: 
d4 = HdVr =2ly{2R -  y]yJy(2R-y)dy.

У

х

= 2/v j ' f lR  sirw(-\/2jR )' cos' / ■ 4 R sin t cos tdt =32 ylR ' fsirr /cos4 tdi =

„  >1 -  cos 2 /П  + cos 2/V  . . . „ i f .  j _= yiy lR  I---- :---- 1-----:-----\d l = 4ylR (sin* 2/(1 + cos2/^/ =•1 -c o s  21 (  1 + cos 2/

= 4/J'V/J-— (l +cos2t)di =
»

Отсюда A = 3.14 Г 9.81 5 » 154 кДж.



6 Вычисление центра тяжести

Координаты центра тяжести однородной плоской кривой АВ, рас­
положенной на графике функции у  = /(х ) , вычисляются по формулам:

• h ____________ I Л _ _ _ _ _ _ _ _ _

Л- = —  jx-y/l + ( / '( * ) ) 3<& V >  = Г— J / M V 1 + ( / '( * ) ) 3<&,
‘Л/t а ЛИ |U

где 1ЛИ -  длина этой кривой.
Координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, ограни­

ченной линиями д: = я , х = А, y = f ( x ) 9 y  = f 2(x) вычисляются по фор­
мулам:

^  0 и
где S -  площадь этой фигуры.
Если линия или фигура имеет ось симметрии, то ее центр тяжести 

лежит на этой оси.

П ример 20  Вычислить координаты центра тяжести дуги, состав­
ляющей четверть окружности радиуса R.

Расположим эту дугу как на рисунке. Биссектриса I четверти будет
для дуги осью симметрии, поэтому х - у .

тт 3 . п  RДлина этой дуги равна: / = ■— .

Уравнение дуги: y  = >jR2 - х 2 , у'= — = = = ■ .
\  R 2 — л*’

о

2 2R ~  J 2 R  i l l  = —х = — . Точка С — .—  -  центр тяжести данной дуги.
К  о п  \  7Г 7С )

Пример 21 Вычислить координаты центра тяжести фигуры, огра­
ниченной линиями v = 0 , .v = 2лг -  л .
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Прямая х * 1 является осью симметрии данной фигуры, поэтому 
.г = 1.

х ’ -  -Найдем площадь: S = J(2x -  х2 )ix =
о

По формуле имеем:

I B 5 j j 4} & л> = J(2x -  х2 J dx = -  J(4jc2 -  4дг3 + х
—  о ® о
3

ш * Л т ± ;
3 3

з  5 М-.х  4 X 4 ----- х + —

Л Г “ . 163 ] . 4 . 6 + « . И - 2 Л .
8 \  3 5 )  5 5 5

Точка 1; j j  -  центр тяжести данной фигуры.
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Глава 9
Кратные интегралы и их применения

В этой главе рассмотрим двойные и тройные интегралы, а также 
некоторые задачи, решаемые с помощью таких интегралов.

1 Двойной интеграл и его применения

Пусть D| -  область, ограниченная слева и справа вертикальными 
отрезками, а снизу и сверху -  графиками двух функций.

Пусть D2 -  область, ограниченная снизу и сверху горизонтальными 
отрезками, а слева и справа -  графиками двух функций.

Тогда двойной интеграл по таким областям вычисляется по 
формулам:

Л / 2(х)

а) j j f ( x . y ) d x d y =  jdx j f ( x , y ) d y ,
Щ  a / ,(*)

J  g 3( y )

б) j j f ( x . y ) d x d y  = jdy
p |  С

П р и м е р  1 Вычислить двойной интеграл JJ(l + х + y)dxdy по области
/>

D, ограниченной линиями: у - - х , х = -Jy, у  = 2.
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Из рисунка видно, что область относится к типу Dj. По формуле 
мы имеем:

|{0 + т + yHxJy = Jrfv J(l + х + y)dx = jdy^x + y  + x y j =

=  jj ^ + Ут[} + у - +y*j(fy = ji j y  + ̂ y+y1 +^- tfy = 

i 2 ; з , 2 | y f= I -  v- + - y + - y -  + — I =
Й  4 D 6 J

= — 1- + J +

Если область D не относится к виду Dj или D2, то вертикальными 
или горизонтальными отрезками делим на части вида Dt или Dj.

Пример 2 Изменить порядок интегрирования.
- ч »  \ * - t : в  2 -V4-1*

Jtiv J f i x . y)dy + jdx jf(x .y )d y  
-I rt -s3 0

Найдем области D| и Dj. на которых заданы эти интегралы.

Дуга АВ- часть окружности х 2 =4, 
и

дуга ВО -  часть окружности х' + {у -2 )2 = 4 .
D| и Di -  области первого типа, а их объединение образует область 

второго типа, поэтому данную сумму повторных интегралов можно 
записать одним повторным интегралом, т.е.

ч 4  - г  О J - V 4 - I *  I

jdx  J/(.t . y \dy+  jdx j f ( x , y y d y *  jdy  j f ( x , y \d x .
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Здесь границы внутреннего интеграла - у 4  - у 2 и -^ /4у - у 1 
найдены как значения переменной х из уравнений х2 + у 2 = 4 и

и
х2 + {у -  2)2 = 4 соответственно, так как дуга первой окружности АВ

и
ограничивает область слева, а дуга второй окружности ВО 
ограничивает область справа.

Если область D является кругом или его частью, то двойной 
интеграл удобнее вычислять в полярных координатах по формуле:

Р Г;
jjf(x,y)dxdy = jd<p j f \р cos<p,ps\ntp\pdp , где границы интегрирования
I» О р,

определяются как в гл.8 (1, случай За, пример 7).

Пример 3 Вычислить JJ(l + x)ixdy по области D, ограниченной
I)

линиями: -4.V + .V3 = 0 , >,г -8>’ + х2 = 0 , у = -j=, х = 0.

Область D оказалась частью круга, поэтому переходим к полярным 
координатам, (psinp)2 - p-4sm<p+(pcos<pY =0, pt =4sin<p -  уравнение 
малой окружности, р: = 8sin$9 -  уравнение большой окружности. По 
формуле имеем:

8iinp Г 112JJ(l + x)dxdv = jdtp j(l + p cos<p)pdp = I 8sinJ (0 + -j-sin* <p

Ш Э Е В3 3

4sm«>

105 = 7 + 35 = 42.

Рассмотрим некоторые применения двойного интеграла.
1) S„ = jjdxdy -  площадь плоской области D.
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2) S l+ | + f^~j dxdy -  площадь поверхности

имеющую проекцию на плоскость XOY область D.
3) и *  Лy(x.y)dxdy -  масса пластинки с плотностью у(х,у) и зани­

мающую область D.

4 ) х = — \ jx y (x .y )d x d } \  y  = — j jy y (x ,y )d x d y  -  координаты центра
*  и I)

тяжести такой пластинки.

П ример 4 Вычислить площадь области, ограниченной линиями
(x3t0).

у '

r D \
V 0 V  r ^ -  x

Фигура симметричная, поэтому D -  верхняя половина. Эта область 
второго типа.

По формуле (1) имеем:
, «  *12- . : Л /  _________  2 N

S  = 2 j jd x d y  = 2 j d y

i/б 
Я
4 _ у ШI

■ 2 \ y f \ l cos/ • л/Г2 costdt — =  • —
0J &  з

я
= 121(1 + cos2/>ft-4 = 12̂ f + 4 -4 = 1 2 ^ + ij- 4  = 2+3;r

Пример 5 Вычислить площадь сферы х2 + у2 + z2 = R1.

Верхняя полусфера имеет уравнение: г = - х 2- у 1 , а ее проекцией 
является круг радиуса R, поэтому вычислим в полярных координатах. 

Найдем частные производные:

!>• = VT2 sin /

\dy % Vl2 cos tdt
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& yjR1 - х  - у 2 ’ &  J r 2 - х2 - у \  
Тогда по формуле (2) имеем:

£ - 2 »  , | ....., ■ , У~  . ^ W f ,  В
? | |  К’ - х ’ - у ’ Л 1 Ш Ш Ш Ъ

. 2 pdp
■ = 2Rq>\ - J- r f f i  , =

o jR 2-

= 2R ■ 2л[- tJR2 - p 2 j  = 4/t2/r .

p ‘ cos* (p-  /?г sin2 <p '0 о >/Л2 -  p '

Пример 6  Пластинка D задана неравенствами: 1 <д-: +j-: <4, д >0,

у  > 0, y(x,y)=  * + * -  плотность. 
х + у

Вычислить массу пластинки.

Пластинка D является частью круга, поэтому переходим к 
полярным координатам.

По формуле (3) имеем:

т=  [[  Х + У ,d xdy= — p d p -  \d<p \{cos <р + s\n <p)dp =
i fx  +y I i p  cos'<p + p  sin'<£> I |

Я

-  J(cos<o + sin9>)£/<pJrfp = (sin^>-cos^))2 ■ p || = (l + l ) - (2 - l)= 2 .
0 I

Пример 7 Вычислить координаты центра тяжести пластинки из 
задачи 6.

По формулам (4) найдем оба двойных интеграла, а т = 2.

I 1
j j x y (х.y)dxdy = J(cos <? + sin<p)cos<pd<p- j p d p  =
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_ > 1 + cos 2tp + sin 2tp
= f dip

3 (  n  1 1
4v 2 2 2+ T + T = -  1 + -

= 4
+ 71)

cos2^j sin 2 tp

8

j jy / (x .y )d x d y  = |(cos ip + sin tp)sm<p dip j f id p  =

-  cos 2tp + sin 2tp
dip

/
р 2

2\
_ з (

2
\ 4V

cos 2 tp sin 2 tp » 3(2+ /r)

т  a  1 3(2 + ff) 3(2 + /r)Таким  образом x = у  ------- 5------ - = —i------ -
2 8 16

2 Тройной интеграл и его применения

Тройной интеграл вычисляется по формуле:

jjjr(x,y,z)dxdydz = jfdxdy j t (x ,y ,z )dz ,
I D r ,

где D -  проекция тела T на плоскость XOY;
Zt, Z) — верхняя и нижняя поверхности, на которые делится 

вся поверхность тела Т линией Г';
Г -  проекция линии Г ' и одновременно граница области D. 

Аналогично можно тройной интеграл вычислять через проекции на 
другие координатные плоскости.

П р и м ер  8

Вычислить j j j x 2zdxdydz, Т : у  = Зх, > = 0, х = 2 ,  г  — х у , 2 = 0.
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2 х
Найдем проекцию тела Т  на плоскость XOY. Тогда по формуле 

имеем

В пространстве можно также задать сферическую и 
цилиндрическую системы координат. Эти системы координат 
определяются на базе декартовой системы координат.

Пусть М ' -  проекция точки М на плоскость XOY.

Тогда величины: г = \ОМ\ -  линейная, в  = Z.ZOM -  угловая, 
<р= ZXO M '— угловая -  есть сферические координаты точки М.

1х = rco s^ s in d
у = г sin 0 sin <р — связь между сферическими и декартовыми

Z = г COS вкоординатами.
Цилиндрическая система координат получается при замене х и у на 

полярную систему координат, а г  остается прежней.
[х = pcosq)
<v = psin<p -  связь между цилиндрическими и декартовыми

координатами.
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Если тело Т является частью шара или цилиндра, то тройной 
интеграл удобнее вычислять, переходя соответственно к сферическим 
или цилиндрическим координатам по формулам:

»- и г
1 Щ У- -)dxcfydz -  jdd fdtp J f \ r  cos sin в\ r sin в  sin <p, r cos#]x r sin в  d r t

r  e, a r,
P Os -J

jjjf(x.y.z)dxdych = jd<p jpdp  j f  (p cos <p\p sin q>,z)dz.
г и p, I,

Границы интефирования определяются по тем же правилам, 
которые изложены ранее.

Пример 9 Вычислить jj|(l + y)dxdydz, Т :х2 + у 2 + 2х = 0, z = — ~y2, 
Г 4

г = 0 .

Уравнение .т'+у2+2х = 0 определяет цилиндр, поэтому тело Т -
25часть цилиндра между поверхностями z = 0 и z = -----у .

Найдем проекцию D. Вычислим данный интеграл, перейдя к 
цилиндрическим координатам по формуле:

3— ,  — ^  *и: 0’ -2COSV 4
JJJ(1 + y)dxdydz = jd<p jp d p  f(l + p sin <p îz =
T £ 0 0

J* 2св»

= \d<p |  p ( l  + p s m tp j^ - -p 2 sin’ (p^dp =

I  |
= }d<P

Я

25 , 25 з . 1 4 . , 1 , . ,
-  Id m — p  +— Р  SinФ - - Р  s m > - - p ’ s tn >  i  \  8 12 4 5
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= 1
25 50 32cos2 (p----- cos3 Шнйр - 4cos4 $>sin2 (p + — cos ^sin (p\d<p_
2 ' 3 

Найдем отдельно каждый интеграл:

}25 , , 25 ?/. п \ « 25 [ sin 2q> J— cos* <pd(p = —  у )  + cos2(p)a<p = — y<p + —-—

Я

1 2 I . 50 J c o s <psm<p d(p- —  ^

3-
2 25 = — n  

4 '

50
3

50 cos4 cp\ 2
= 0

*? I I f- 4  Jcos4 psin2 <pd(p = —  J(l + cos2^>)‘(l-cos2^)*fy> =

1 1 Г= —  J(l + cos2^>)sin2 2<pd<p-—  y^  + cos2<p)^-cos4(p)d<p =

Jr
= —  j(l + cos2<p ~ cos4<p -  cos2(pcos4cp)d(p =

1 (  sin 2<p sin 4 cp 
= - T  <P + — :-----------T- + -  J(cos 6<p + cos 2<p)d<p =

1 1Г sin вер sin 2(p
------7Г + -  B l

81 6

—  "Jcos5 40 sin3 <pd(p = —  jcos5 9j(cos2 (p -  l)rf(cos^) =

m
5 v 8

cos8fl? cos6
= 0

Отсюда получим JJJ(l + y)dxdydz = — n -  — = 6/r.
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С помощью тройного интеграла можно найти объем, массу и центр 
тяжести тела по формулам:

V = jjjdxdydz -  объем тела Т,
Г

т = jjjy(.x.y.z)dxdydz -  масса тела плотности у(х,у,:).
Г

* = — jjjxy(x.y.z)dxdydz, > = -j- lljyr{x,y,z)dxdydz,

z = — jjjzy(x,y,z)dxdydz -  координаты центра тяжести тела Т  мас­

сой т .

Пример 10 Вычислить объем тела, заданного ограничивающими

его поверхностями: z = ^Зб-х2 -  у 1 , г = .

Этими поверхностями являются верхняя полусфера радиуса 6 и 
верхний конус. Значит, тело находится между ними. Проекцией D 
этого тела на плоскость XOY будет круг радиуса Зч/З, поэтому трой­
ной интефал будем вычислять, перейдя к цилиндрическим координа­
там, по формуле:

V = JJJdxdydfc |  \dq> jpdp  Jrfr = • J ( р ^З б -р 2 -  £= \dp  =
Г O O P  о \  ✓

Щ

= 2̂ - 1 (зб-р2)': = 2 т ^ - 1 -2 7 - 2 7 + i-6’ j = 2 * (7 2 -9 -2 7 )=  72.т.

Пример 11 Вычислить массу тела с плотностью y(x,y,z)=  5z, задан­
ного офаничивающими его поверхностями: х2 + >2 + г2 =16,
х: + у : = 9z : , х = 0, у  = 0 (х 2 0, у  It 0,г  > 0,).

Из условия следует, что тело находится в первой октанте между
12сферой и конусом. Проекцией D будет круг радиуса - j = , поэтому вы­

числим массу по формуле, перейдя к цилиндрическим координатам:
,  ______

1 J i i  v iь -  р  1

т = jjjSzdxdydz = 5 jdtp j p d p  jzd z  =
Г 0 0  p

У
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112 
7П5

Э7Г

4

/  <- 4 >

K f l  
y  18

9\  J

12

<J\6- 12
* 7Io bn t p 2 \

= 5/r 
4

'  144 _5_ ^  
10 ' 18 100

=  1 2 n

Пример 12 Вычислить координаты центра тяжести тела из 
примера 11.

Так как плотность тела не зависит от ж и у, а тело симметрично 
относительно плоскости у=х, то нам достаточно найти х и z центра 
тяжести.

Из формулы с учетом решения примера 11, имеем:
я  12

1 5 2 р 2 (  р 2х = — ^xy(x,y,z)dxdydz = —-  Jcos^rf^ J —  1 6 - р 2 -  —

144 л-
(sin ̂ с»)

12
?  7Ш

j  i 6 p 2 -
10/9

0 0

I о

4 Л 

/

d p  =

dp  =
144 л* 3 9

12
7Го

5 '16 123 2 125 ' VTo Г16 123 2 125 ' 32-Ло
144 /г , 3 10-Л0 9 100л/Й), 144я- * 3 10-2 9 10-20у 25/г

12
•Ло Vi6V

5
72/r

1.
ш
jp r f / 7  •
О 1 J  J

dp =

432

1

II 1 1  К 12
VTo ]

/

45 -
1,

Г 72
5 \  
2 12sс 1

U) и\ 4320
до —

1 5 1 27■iooVio
ш

4 5
9-4 5 Л

432 

Точка С

iooVio iooVio,

32УГо. 32>/l0 64 
25л- * 25/г ' 27

43211 10Vl0j
64
27

1-
io VTo

L* l O i l u j j j
l - -  центр тяжести данного тела.
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Глава 10
Криволинейные интегралы и их применения

1 Криволинейный интеграл 1-го рода и его применения:

а) Рассмотрим криволинейный интеграл Jf(x .y)dS  по плоской кри-
лв

вой АВ от функции f(x,y). Такой интеграл вычисляется приведением к 
определенному интегралу по следующим формулам:

Щ f/(.r. v)i/S = Г/(.т.g(x))J\ + (g'(x))2Л , когда кривая АВ лежит на
IP 41

фафике функции у = g (x ) . а и b -  абсциссы точек А и В соответствен­
но;

р  _____________________

2) J/(.v._v)t/S = О))2 + (¥'0)У'd t, когда кривая АВ ле-
АН и

жит на фафике функции: вШ  а и р  -  значения параметра точек А
[> = ̂ (0

и В соответственно;
р ._____________

3) \f(x .y )dS  = jf(pcos<p,psin<p)-jF'(<p) + (F'(<p))2d<p, когда кривая АВ
ЛИ |

лежит на фафике функции р= F(<p),a и Э -  значения полярного угла 
точек А и В соответственно.

Пример 1 Вычислить криволинейный интефал f(x + y)dS, АВ -  от-
лв

резок, А (1,2), В (3,5).

Составим уравнение отрезка АВ: у  = ^ х  + ̂ ,  у = ^ .

По формуле(1 )получим:

| ( ,  ♦ , x s .  I *  * | -  *| | § | *  -  ^  К г  4 ) *  ■

Пример 2 Вычислить [■ d s , АВ -  четверть окружности ра- 
/.* +У

диуса R, лежащая в I четверти.
Запишем уравнение кривой АВ в параметрической форме:
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X = Rcost n  т  ., 0 £ i < —. Тогда по формуле (2) получим: 
y = Rsint 2

£ ----------- __---------- - *
с x  jo 2fR c o s t R s i n t f  Ш Ш М ж  j  V * . i- ,I—----- -c/S = --------V---- ;---- 4 - Ц------— dt = cosfc* = s in /:  = 1.

i * 2 ! /  0J /? cos /+Л sin / 0J 10

Пример 3 Вычислить J(x + >)<£S, AB -  верхняя полуокружность, за-
АВ

данная уравнением х2 -  4х + у~ = 0.
Запишем уравнение в полярных координатах:
(pcosgp)2-4pcos^ + (/Jsin<?) = 0 , р=  4'cosp, /?'= —4sin<t>, 

х = р cos<р = 4cos2 <р, у  -  ps\t\<p = 4sin<pcos#>.
Тогда по формуле (3) получим:

J(x + >> /5= J(4  cos3 <р + 4sin<pcosp)^16cos2 $9 + 16sin2 (pdcp =

sin 2<p cos 2^9'u3 J  я  1 1 . .'  =81 — + — + — I = 4;r +1= 8 f(l + cos2® + sin2fflWfi» = s  <p +
I  I 2 2 П  V2, Ц  2,

б) Рассмотрим криволинейный интеграл j/(x ,>,г)с/5 по простран-
ЛВ

ственной кривой AB от функции f(x ,y ,z ) .
Такой интеграл вычисляется приведением к определенному инте­

гралу по формуле:

Jf (x ,y ,z )d S  = jf(<p{t).y/(t),0(t)yJ(<P'O)Y + {ч/ '(, )У + ( 0 ' ( t ) f d i ,
AB а

[X = «p(l)
где < у  = i//(t) -  параметрическое уравнение кривой АВ и а  < / < р .

[г = 0(/)

Пример 4 Вычислить j(xy + z)d S , AB -  первый виток линии
АН

[х = a cost
{j> = a s in / , 0 < t < 2 п . По формуле имеем:
(г = к/

\(ху + z)dS = J(o cos I • a sin / + £/)^(-<7sin/)2 + (a cos/)2 +k~dt =
AH 0

= -Ja’ + k 2 • if— sin2/ + A7|tft = ■Ja^+ Т Ц -  — cos2f + -
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= = 2кк- Ja^Tk- .

в) Криволинейный интеграл I рода имеет следующие применения:
1) I = J(/S -  длина кривой АВ.

АН
2) т= Г^(.т.>.;)</9 — масса материальной кривой АВ с плотностью 

y ix .y .z ).

3) г = — у -  — \yy(x,y.z)dS , г = — fzy(x,y.s)<iS -  коор-т J т J nt *
\

т
динаты центра тяжести такой кривой.

гт * г» „ Г.т = а (/-яп /)Пример 5 Вычислить длину первой арки циклоиды: < ' ..
[ у  = а(/ -c o s /)

Кривая задана в параметрической форме, поэтому по соответствую­
щей формуле имеем:

/ = JeSS = jyja (l - cos/) ' + o : s in id t  = a f^2(l -cos/)tft ■
ля о 0

= a (2sin-«ft = 4of-cos— I = 4a(l + 1) = 8a.
0 * '  MO

П ример 6 Вычислить массу четверти окружности, лежащей в I чет­
верти радиуса R и плотностью у{х,у) = х + у .

Запишем уравнение кривой в полярных координатах р - R ,

О S а  £ — . r  1
По формуле для этого случая, имеем:

я

т = J(x + y)dS = J(flcos<p + Rsintp)jR*~+Q*dg> =
4Я  О

Я

= /?3(sin^-cosp]jj = fl: (l + l) = 2R : .

Пример  7 Вычислить центр тяжести одного витка однородной вин­
товой линии из примера 4.

Для однородной кривой в формулах (3) координат центра тяжести 
отсутствует у{х,у.х), а вместо массы берется / -  длина кривой.

Найдем сначала длину одного витка:

/ * \dS ж U a : + k 2dl * Ve1 + Р  • /I « 2я^аг + к } .
•  •  In
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Теперь найдем все интегралы в (3):

jxdS  = jacosfVa5 + к 2dt = a j a 2 + к ' sin/ =0,
АВ 0

2 я  '  '  -2.Т

jydS  = fa  sin til а1 + к 1 dt = ат! а2 + к 1 (-cosr)j = 0 ,

fzdS  = J^Vo2 + k1dt = kja*~+k* ■ *— = 2клу[а2 + k 2 .

1 2клгч1аг + кг ,Отсюда х = у = 0, г = -------т==----- = к л .
2яг-*}а~ + к 2

С(0.0.кл) -  центр тяжести одного витка винтовой линии.

2 Криволинейный интеграл 2-го рода и его применения

Эти криволинейные интегралы вычисляются приведением к опре­
деленному интегралу также тремя способами для плоской кривой в 
зависимости от способа задания кривой интегрирования и одним спо­
собом, если кривая пространственная. Формулы такого перехода 
имеют вид:

А
1) \P(x^y)dx + Q(x,y)dy = |И х ,А х ) )+ е (х ,/ (х ) )^  f \ x ) ) d x ,

АН О

р
2) \P (x ,y)dx  + Q(x,y)dy = +

АН а

3) j P(x,y)dx + Q(x ,y)dy  =
АН

Р
= fp^pcostp.psin <р)\р' cosq>- р  sin <p)+Q(p cos <р.р sin <р)\р'sin <p -  p  cos <p)d<p

a

Для пространственной кривой формула аналогична (2) с добавле­
нием третьей координаты.

Пример 8 Вычислить \ydx, + х(̂  по отрезку у  = 2х от х = 1 до х = 2.
М Х' +У 

По формуле (1) имеем:

I  11Я  = t e .
I  X + y  f x 2 +(2x)- I 5x 5 1 5

П рим ер  9  Вычислить jydx -  xdy по эллипсу x = a co s t, у  = 6sin i .
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По формуле (2) имеем:
Г " р
j ydx-xdy = J(Asin/(-asin/)-acos/ bcost)dt = -ab jdt = - a b t \ ^  = - la b л  .

in  U 0

Пример 10 Вычислить Jyzdx + xzdy + xydz по дуге винтовой линии
Ли

х = «cos/, v = esin /, з = kt от / = О ДО t - 2 л .
По формуле (2) имеем: jyzdx + xzdy + xydz =

ЛИ
щ

= j(i/sin/ ■ to(-asin/)+acosf • kt ■ a cost + a cost ■ a sin / ■ k)dt =
U

ill I ,  sin 2/ . .I cos It  + -------\dl =

и = t
dv = cos 2tdt 
du = dt 

sin 2/

/sin .a rsin^f . COSJ= a 'k \-------  - | ------d t-------
I I  L l  2 4

= a’к 0 + cos 2/ cos 2/
=  0 .

Криволинейный интеграл II рода имеет следующие применения.
1) .*» = dy  = -  jydx  -  площадь плоской фигуры с границей L.

/. /.

2) Л = jp (x .y )d x  +■ Q(x,y)dy  -  работа по перемещению на АВ под
АН

действием вектора силы F = {/*,£?} •

Пример I I  Вычислить площадь фигуры, ограниченной первой ар­
кой циклоиды х = u(t -  sin/), у = e(l -  cos/) и осью ОХ.

Криволинейный интефал зависит от направления движения, 
поэтому в формуле площади направления на замкнутой линии L 
берется таким, чтобы фигура была по левую сторону.

S = -  Jydx -  -  fy d x -  jydx =
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и 2Я

= 0- |  ydx = -  Jo(l — cos/)-(l -  cos i)dl = a2 J(l — cos/)2t// =
m  

0 '
l + cos2M. ,(3  _ . sin2/ ’cos/ н----------- \di = a'\ —I -  2sin/ + = a 2 — 2л = За'яг 

2

Пример 12 Вычислить работу по перемещению по эллипсу 
x = ocos/, з-' = ft sin г из точки А в В под действием силы, направленной 
к центру эллипса и равной {-х,- у } .

По формуле (2) мы имеем:

А = J- xdx-ydy  = |( -  a cos/ • (- а sin /) -  Л sin / - 6 cost)di =
АВ О

я  я

=  (а 2 -  b ~ ) Jsin/ costdt =  ° ^  Jsin2tdi =  — — — ■ j
а 2- Ь г ( \  < \Л а 2- Ь 2

2 12+ 21 2

Формула Грина \Pdx + Qdy’, которая устанавливает

связь между двойным интегралом по области D и криволинейным ин­
тегралом по границе L этой области. В некоторых случаях эта форму­
ла позволяет рациональнее вычислить криволинейный интеграл, за­
менив его соответствующим двойным интегралом.

Пример 13 Вычислить jx:yd x -xy2dy, L :x : + у 2 = R2.
/.

Вычислим, приведя интеграл к двойному интегралу по формуле 
Г рина.

Р(х,у) = х гу ,  | £ # f -  Q(x,y) = -x y 2, ЩЩтШ  
ду ах
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Т огда jx 'y d x  -  xy 'dy  = JJ(- у 1 -  x 2 ]dxdy =

= -  jd tp  | ( p '  s in : (p + p 1 cos1 <p)pdp = -</)[’ • —  
n o  4

область D -  круг, поэтому 
перейдем к полярным 
координатам 

к
я й л

2
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Глава 11
Дифференциальные уравнения и системы

1 Дифференциальные уравнения 1-го порядка

Дифференциальное уравнение 1-го порядка общего вида:
■ 0. Функция у-<р(х) -  частное решение, если 

F{x,<p(x).<p'(x)) = 0.
Аналогично определяются: 
у  = <р(х.С) -  общее решение, С -  const;
<р(х,у) = 0 -  частный интеграл;
<р(х.у,С) = О -  общий интеграл.
Для удобства изложения методов решения дифференциального 

уравнения 1-го порядка выделим следующие типы.

Тип 1 Уравнения с разделяющимися переменными
Здесь и далее полагаем, что производная найдена через х и у, т.е.

/= /(* «  Г) ■
Это уравнение будет типа 1, если f ( x .y )  = f ( x ) f 2(y), т.е. 

О’)*

Тип 2 Линейное уравнение
Если / ( х .>0 = - р{х) • у + q(x), то y'+p(x) y  = q(x) -  линейное уравне­

ние.
Для решения вводят две неизвестные функции L'(x), Г(.\ ). Полагая 

у = U V , у’= U'V + U ■ V , получим U’V +U■ V'+pUV = q , отсюда имеем 
два уравнения U -V + pU V  = 0 и U‘ ■ V = q . Из первого находим U, а из 
второго -  V.

Пример 1 Найти общее решение уравнения: / =  - — —

Тогда
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Пример 2 Найти общее решение уравнения: y' + ycosx  = - s i n 2 x .

Это уравнение типа II. Тогда U' V+U V' + £/Kcosx = -s in 2 x , отсюда

U У  +LTcosx = 0 и U 'V  = -s in 2 x .2
Реши»рг5ти уравнения по отдельности:

1
У' + V cosx = 0. 
dv
—  = - у cos х, 
dx
dv
—  = -  cos xdx,

V

J—  = —f  cos xdx. 
v

In v = -sinx, 
v = e~“*

ШШШШ -  — sin 2x,2
L" = sinxcosx-e” *,

U -  Jsinxcosx-em*dx =
t = sin x 
dt = cos xtir

a = t

db = e'rf/ 
c/a = dt

b = e*

\ t e * d t

t f t .  Ш12 MX=/ e -J e a/=sm x-e -e +C.

Тогда = +C )=sm x-1+C e'"‘.
у  = sin x-l + С e 'OT t -  общее решение.

Тип 3 Однородное уравнение
Если /(х. >)=/(/х. о>), то у  = /(х, у) - однородное уравнение.

Для решения вводим неизвестную функцию г(х)= —. Тогда у  = х z ,
х

y' = z + x z '  и из уравнения получим г + х -г ’ = /(х . хг) = / ( 1 , г ) ,

. Л » - - -- = ------ --------уравнение типа I .

Пример 3 Найти общее решение уравнения: /  § Ц
х -  2ху

Покажем, что уравнение однородное: /(х. >)=—т—— .
х -  2 ху

Пг,  1 -Л- х у - у 1
( х / ) - -2 (x t) (y t)  х2 ~ 2ху 

Тогда у  = х г ,  у ' = z+ x-z ', далее получим: 
х х г - ( х г ) '  z - z 1

z  + х • г' —
х г - 2х(хг) ~ 1 -2 г ’
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: - г 1 ~ z + 2z2

dz _
1-2 z 

z 2
1-2 z 

dx 1-2 z
1 - 2  г

dx 1 -  2z
I Лг . 1 -  2z dr. J— = I— т-d z ,

----- 2 ln|z| = ln|x| -  ln|C|, -  — -  21n

- l  = e' -  общий интеграл.
У

= In|x| -  ln|C|. In

Tun 4 Уравнение, приводимое к линейному (Бернулли)
Если /(х . у  )= - р { х \ у  + q (x )-y " , и* О, п *  1, то 

у ' + р( х) -  у  = q(x) -  у ’ -  уравнение Бернулли.
Вводится новая функция: г = У‘", z '= ( l-«)•>•'" у . Тогда

-^— + p ( x ) z  = q(x) или z ’ + ( l - / i )  р(х) z = (1 -  и ) ?(х) -  
1 — n
уравнение.

линеиное

Пример 4 Найти общее решение х у '+ у  = у*4пх.  
Это уравнение Бернулли при^ п =Т7 Тогда 

z - x - z '  = 1пх.
Это уравнение линейное. Решаем по типу 2. 
z = U V , z' = U ‘ V + U -V ' ,
- x U ' V - x U V '  + UV = \nx 
- x - U  V' + UV = О и - x - U '  V = \пх.

■=У~ = ~У'' У

Решаем первое уравнение: x -V' = V , х — = V , — = — , V = х .
dx У х

Решаем второе уравнение: - x - U 'x  = \пх, 1!' = -^ -^ -,
х~

г ln X . \а = In х, db = -^~

X

1 . rdx 1 . 1 Liw 
=  — l n x - J  —  = — ln jc -f — +  C .

z = U V = xf^lnx + — + Cy= lnx + 1 + C lnx, y~' = lnx + 1 + C lnx,

У =
I

1 + lnx + C-lnx -  общее решение.

Тип 5 Уравнение, приводимое к однородному

Если f { x .у )= g\ а,х + + С| I , где g(t) -  некоторая функция, то
I ах 1 by + с )
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f a x + h. у  + c.
 ̂ ax + ny + с 

двумя способами.
I", M „ __ я, 6,

-  уравнение типа 5. Такое уравнение решается

I) Если J - P  7 =0, то Ш Ш к  -число.
[ы А| а Ь

Тогда z = ax + by -  новая функция и atx + b ,y  = lc. z’ = a + />>•’. 

= ~ h |  - Отсюда — - 1  = g[ —-1 j -  уравнение типа 1.

Пргсмер 5 Найти общее решение: 4 .т + 2 у  + 1 
2 .г + у  + 3

4 21 ?г + 1
J =  = 0 , поэтому z = 2x + V, г' = 2 + / ,  г'- 2  = ——

|2  1| ?  ’ - 2  +  3

= i = ± l .  j l ± 1 * = *  | - £ ± 1 Ф = f * ,
z + 3 2 + 3 4 ; + 7 42 + 7

X + C = J (— + —---- !----Lfc = — 2 + — In(42 + 7),
4  4 42 + 7 /  4 16

4x + с = 2x + у  + — In |8.r + 4 у  + 7 |,

8x + с = 4у + 5 IniSx + 4>- + 7| -  общий интеграл.

_ч _ k  *il Л fx = U + a , ,—) пели J = , * 0 ,т о  , где U, V -  новые переменные.
!« *1 1 > = >+/»

(и. ft)  -  решение системы | в| Т + + С| ^
[ах + by + с = 0

Тогда у  т g( ll\4~+.- 'V I -  уравнение типа 3. 
V, а и  + ЬУ )

Пример 6 Найти общее решение:

J =
4
12 0

4х + 2 у
: у  = ---------—2х + 1

4х + 2 у  = 0„ _ <*х + iy  = и
= -4 * 0  Решим систему < , х = — , >

J [2х +1 = 0 2

IX V 4f/
2 . Отсюда получим У' =— ^ —=2 + — -  уравнение ти-

у  = У + \ ^  L

па 3. 2 = —, У -zU,  V  =Uz'+ z .
U

•у
Подставляя, получим z +иг' = 2 + 2 . L' 2 ' = 2. г’ = —.

Г/
49



у = 1 + (2х + l)ln X + -  + С(2х +1) -  обшее уравнение.

Тип 6 Уравнение в полных дифференциалах
M(x,y)dx + N(x,y)dy = О -  уравнение в полных дифференциалах, если

-  _ ,  Тогда существует функция U(x.y), что du -  Mdx + Ndy = 0, 
cV йх

L'(a-,j>) = С -  общий интеграл.
Функция и(х.у)  определяется по формуле:

U{x.y) = \M(i.yn)d/+  JN{x.l)di, г д е х 0,Уо -  const.
||i « >и

Пример 7 Найти общее решение: 2xcos3 ydx + (2у  -  х3 sin2y)dy  = 0 .
aw I

Л /= 2xcos3 .у, ---- = ̂ 4х cos j ’ sin }Шф!!хЬт2у, Л' = 2 у  -  х 3 sin 2 у ,
ду

—  = -2* sin 2 у. так как , то это уравнение типа 6.
йх ду  дх

Найдем U ( x , y ) -  j2/cos2 Odt + J(2/ — jc2 sin2t)di = r | o + t2 +^-cos2/ 1 =
0 0 -V - ®

= x 2 + y3 + —  cos 2 v -  —  1 u(x,y)=̂ -— + y 7 + — ;cos2j<= >>3 + x3 cos3 у ,
2 2 I -■ I  2 1* 2

j>3 + x3 cos3 y  = C -  общий интеграл.

Замечание
QM dNЕсли —  * — , то в некоторых случаях легко подбирается множи- 
су дх

тель р[х.у),  такой, что уравнение р(х.у)-M(x,y)dx + р(х.у)- N{x.y)dy = О
,  д(рМ ) д(рА') становится тип 6, т.е. — = ———-.

ду дх
Обычно функция р(х,_у) зависит только от одной переменной.

Тип 7 Уравнение Клеро
Первые шесть типов определены для случая, когда у г= / ( х . у ) .  Те­

перь полагаем, что это невозможно, но у  = f (x ,y ’) .



Если f(x .y ’) = х \ ' + v (>■'), то получим у  = ху' + ц/{у') -  уравнение Клеро. 
Для этого уравнения общее решение определяется без решения, так 
как у  = Сх + i//(C) -  общее решение.

Пример 8 Найти общее решение: у  = — + — ,
х х

Найдем отсюда у  = ху' -  у ' ' -  уравнение Клеро.
Значит у  = С х - С * -  общее решение.

Тип 8 У равнение Лагранж а
Если f(x.y') = х (р(у')+ч/(у’), где <р(у')*  у ' то получим: 
у  = х<р(у')+ v/(> ') -  уравнение Лагранжа.
Полагаем у' = р ,  тогда у = хср(р)+ ц>(р), считая, что>> есть функция 

аргументов :с и р. Найдем ее дифференциал: 
Jy = <p(p)dx+ \x<p’(j))+ 4/'{p)\ip, но dy = y'dx -  pdx , отсюда 
pdx -  q>{p)dx = [x<p'(p)+ v'(p)\lp  или \p -  <p(p)\bc = [x<p'{p)+ y/'{p)]rfp , 
p - tp (p )*  0.

Это уравнение будет типа 2 или даже 1. Решая его, найдем X и, 
подставляя в данное уравнение, найдем^. Объединяя, получим:

(х = g(p.C) _
< . '  — оошее решение в параметрической форме.
\у - Л р -С)
Если из этой системы можно исключить р, то получим общий ин­

теграл.

Пример 9 Найти общее решение: у = x(l + / ) +  у '2.
Полагаем у' = р , у  = x(l + р)+ р ! ,
dy = (l + p)dx + (х + 2 p)dp. pdx = (l + p)dx + (x + 2 p)dp,

dx = -(x + 2p)dp, — + x = -2p — уравнение типа 2.
dp

Тогда x = UV , x' = L" V + U V , U’V+ UV'+ UV = -2 p .  Отсюда получим 
два уравнения UV’ + UV = 0 и U' V -  - 2 p .

Решаем их поочередно:

UV' + UV  =0, V +K=0, V" = -V  , — = -dp. InV = —p ,  V =  e ^ .

U 'e ' r = - 2 p , U' = - 2 p  en, U = C - 2 \ p  epdp = C - 2 { p  ep - e p). 

x = UV =e~r( C - 2 p  er + 2e/l) ,  x = С ■e~l> —2 p  + 2 ,

> = r(l + /?) + = 2(1 -/?)(! + p) + C(1 + p )e  r + p 2,
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у  -  С( 1+р )е 'г -  р 2 + 2.

х = С ■ е"7* -  2/> + 2 „
-  общее решение в параметрической

= J' = С(1 + р )е 'п -  р- + 2 
форме.

Теперь рассмотрим неполные уравнения 1-го порядка.

Тип 9 Уравнение, не содержащее аргумента: F(y.y')= О 
Здесь возможны три случая:
1) У = /(у ) -  уравнение типа 1,
2) у  = /(у ')-

Тогда v' = р , у  = f (p ) ,  dy = pdx, dx = —  = -  , x = | ^ ) ф  + С .
P P 1 P

3) < Д ,  t — параметр. 
li>\ = ДО

т _ , 4 1 j <6' ШйШ . IIТогда ,  * - 7 — x |  С .

Пример 10 Найти общее решение у л  + y i = 3 jy '.

Решаем способом (3). Пусть у' = y t , тогда (у/)5 +>>3 = Зу2/ , у  = , 

, 3i2 , dy 1 + / 3 K l + ,3 ) - 3t 3,1 1 + / э - З /3 1- 2 / 3
V = --------- .  dx =  —  = ------- ;-------- ----------- ------- ---------- dt =  — г-7 ---------=  - Г 7------------------- П ®  •

/  з /’ 0 + '5)  '  0 + '  |  )

, 1-2/3 j  

3/
' - 1+|*

■ общее решение в параметрической форме.

Замечание
Неопределенный интеграл находится методом разложения на сум­

му простейших рациональных дробей (гл .7 ,1, пример 3).

Пример 11 Найти общее решение \п у '-у у ' = Q.

Решаем способом (2). Пусть у ' - р ,  тогда у  = l!L£, dy = -—!̂ ф ,
Р

dy = у' dx = p d x . Отсюда pdx = -— ф , dx = -—^ - ^ ф ,
Р "

X ( \ - \ n p ,  1 fin р= I----Г£1Ф=~—т- J -f  ф=
Р 2р 3 р
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Ь  = In p. </(,’ = —  i
P I ___1 I Inp  . <• dp ln p -1  I 1 , c

= __ L |  2p ~ I 2p : - p ' )  Щ  4p :
p '  2 p 2\

I  2 In — 1 , ...

Общее решение в параметрической форме -
4 р-  

1п р
V =  ■ 

р

Тип 10 Уравнение, не содерж ащее функции: Ffx. у )  = О
Здесь также возможны три случая, аналогичные из типа 9, то есть

Г х — ip(t) t
г' = fix) , д = 1<\‘) и { .В  первом случае v = f(x)dx + С -  общее

\ /  = Ч'(0
решение. В третьем решается как в примере 10. Во втором случае ре­
шается как в примере 11.

Тип 11 Уравнение, содерж ащее т олько производную: F<у > = 0 
Тогда замена у' = к приводит это уравнение к алгебраическому: 

F(k) = 0. Пусть к -  его корень, т.е. у' = к -  число, у  = Лас + С ,

Д*

Отсюда Fi -— —| = 0 -  общий интеграл данного уравнения.

Пример 12 Найти общее решение: y'-sin v' = 0.

Подставляя вместо у '  значение -------- , получим:
х

1 -Г.,.. = sin | — ----- общий интеграл.

2 Задача Коши

Графики общих решений (общих интегралов) дифференциального 
уравнения называются интегральными кривыми. Среди них сущест­
вует единственная кривая, проходящая через заданную точку М{хь.уй). 

Условие, по которому надо искать такую кривую, называется на-

Задача. в которой находится решение, удовлетворяющее начально­
му у с л о в и ю , называется Коши.



Пример 13 Решить задачу Коши: /  =(2> + l)t/#v, = - ... 2
Сначала для уравнения найдем обшее решение. Это уравнение типа 

dy . г dyI. —  = (2V + E f j x , - S L -= C 7 ^ V . f - ^ -  = [ctgxdx 
dx 2y + \ J 2> +1 }

-1п|2>’ + 1| = ln|sin ,v| + In ( ' -  обший интеф ал.

Решить задачу Коши означает найти соответствующее значение 
постоянной С. Для этого подставляем в общее решение (общий инте­
грал) вместо х  и_у их значения, данные в начальном условии.

— In 2 = In sin — + In С , InC = — In 2 - I n ——■ ~ lh 2 , C = 2 .
2 4 2 2
Подставим найденное С в общий интефал:

— In|2>- + 1| = ln|sin.v| + In 2. Inj2 v + lj = 2(ln|sin r| + In 2 ) , 2y + 1 = 4sin2 x .

у  = 2sin3 .v-------решение задачи Коши.

В этом примере мы частное решение получили из общего при не­
котором значении постоянной С. Однако у дифференциальных урав­
нений могут существовать такие частные решения, которые невоз­
можно получить из его общего решения. Такого рода частные реше­
ния называются особыми. В каждой точке особого решения наруша­
ется единственность решения задачи Коши.

Пример 14 Найти особое решение уравнения: у :(\+ у ': )= R1.

Найдем v' = ± ^ ~ — ------уравнение типа I.
_______ УЦ  В Ё Я И ^ Н  И Я М  Щ Б В Шщ  у Ш R - y

R1 -  у 2 = (.v-C’): , (дг — С')' + у 2 = R: -  общий интеф ал.
Интегральными кривыми будут семейство окружностей радиусом 

Л и с  центром на оси ОХ.
Функции y  = ±R -  являются частными решениями данного уравне­

ния, но эти функции нельзя получить из общего интеф ала, поэтому 
у = ±R -  особые решения.

Легко увидеть, что через любую точку этих кривых проходит одна 
окружность семейства, т.е. нарушается единственность решения зада­
чи Коши.
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Общий вид /■'(х.у.у'....,у,')= 0  дифференциального уравнения п- 
порядка.

>• = $*(хС,.С,..... С„) -  общее решение,
¥  (х у. С ,.С ,..... С . ) = 0 -  общий интеграл,
где С,.С,.....С. -  произвольные постоянные.

H i
'х = х„

где хв.а,.а...... a . — const.

3 Дифференциальные уравнения высших порядков

>L_ r = _ _ = а,.....У I = а -  начальное условие,
Л  •* “  **П **

Тип 12 Уравнение вида jA”) = /(.г)
Для нахождения общего решения последовательно интегрируют п 

раз.

Пример 15 Найти общее решение уравнения: у ' = s in l r .

Тогда у ' * Jsin Ixdx = - — — + С,,

Ar . cos 2х | sin 2х _ _ 
у = JKI ----- -— = С ,х--------- + С„ -  общее решение.

'  2 / 4

Тип 13 Уравнение вида:
Введя новую функцию г(ж) = У"*0, г' = у{’\  получим F (x : . ; ’) = 0 -  

уравнение 1-го порядка, которое решается по методу типов 1-11. 
Затем, подставляя вместо Z значение У"'|>, получим тип 12.

Пример 16 Найти общее решение уравнения: у* =
Пусть г(.г)= у”, = у " , тогда z = -  1 тип. 
t/г y d :  I 1

т * А ,  —  = .t+C,, ;  = —
dx 2 С ,- .г *

V* = _ J ------ XII тип. у  = [ —  = -ln|C, -  г| + С,
С ,- х  } Ct - x

У * J(C , -  InjC, -  x\)dx = CjX -  JlnjC, -.tjrfr

t /  = InjC, -  x 

dv C dx

d u - ^ ± -  
C, -x
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=C';X-xln|C| -x | -  | l ——!---- lnbr=CjX-xln)C, -x | + C, ln|C, -x \ + x+C}.
1 ~ x

v = x + (С , -  x ) ln|C, -  x| + C,x + С, -  общее решение.

Тип 14 Уравнение вида О
Полагая, что j» -  новый аргумент, г(у) = >,('"') -  новая функция, по­

лучим г1"’ = г г ',  то есть F (y ,z ,zz ')-Q  или Ф(у.г,г') = 0 -  уравнения 1- 
го порядка.

= С\Х -  .vln|C, - х \ -  l ~ ~ ~  = c , x - x l n |c ,  - x | -  J  v.-? ' ’ TV'r
г х - С ,  +C,dx

Пример 17 Найти общее решение уравнения: 3у’ - у  3
j

Пусть г(у) = у ' , тогда у" = :■ Щ Зг ■ г' = у 3 -  тип 1.

■Я S 3  a za z  = iv *av. -
2 2

Зг — = v 3, |з zdz = (у }dy , = - —у  3 + — С;, г2 = С, -  v 5, dy J J |  7 ‘ *

r  = ±VC, dy

Jc.-y'**  Н И

x + C2 = ± f vVv i  y 3 -  i = / 2 =±J_ r3/(/2+1V  
c,2 - t

Cr I 3

x + Cj = ± ^ r \C , y3 - l |  C, yJ +2 j -общ ий интеграл.

4 Линейные дифференциальные уравнения 2-го порядка с по­
стоянными коэффициентами

У" + Р ) ' + Я ■ У = / ( * )  В неоднородное,
3’” + Я ■ у' + ? • у = 0 -  однородное, гдер, q -  const.
Для решения однородного уравнения составляется его характери­

стическое уравнение: к : + р ■ к + q = 0 , D = р ' -  Aq .
1) при D>0, k |^ k 2, у = С\ек,х + С,е*:' -  общее решение.
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2) при D = 0, к = А - . у -  ек' (С, + С,д) -  общее решение.
I ■

3) при D < 0 . находим а = - —, /? = —-— , у = са‘(С, sin/?x + C: cos/?x) -  

обшее решение.

Пример 18 Найти общее решение уравнения: Ц  + у' -  2у =0.
Составим характеристическое уравнение: к~ + к-2= 0, D = 9 > 0 , 

к. = -2 . *, = 1. отсюда у  = С,е'3' + С \е‘ -  общее решение.

Пример 19 Найти общее решение уравнения: 4у" + 4у’ + у = 0. 
Составим характеристическое уравнение: 4А3 + 4А +1 = 0. 0  = 0.

A-j = *., =т-^, отсюда у = е*(С, + C2x/j- общее решение.

Пример 20 Найти общее решение уравнения: у ’ + 2у' + 5у = 0. 
Составим характеристическое уравнение: *: + 2А + 5 = 0. 0  = -16<0,

<-/ = —!, р = 2. отсюда » = е~‘(сх sin2x + с, cos2x>— общее решение.

Решение неоднородного уравнения образуется из суммы у  = у  + у 
двух решений у и \ .

где J — обшее решение соответствующего однородного уравнения, 
у -  частное решение неоднородного уравнения, которое определя­

ется по виду функции fix).

1) Пусть fixt = с" I' 1х), где Р„(х) -  многочлен степени п.
Тогда у =i “' Q. ixi. где Q„(x) -  многочлен степени п с неизвестными 

коэффициентами, которые находим из тождества: у" + ру' + qy = fix).

Пример 2 1 Найти общее решение уравнения: у’ - 3 у’ + 2у = (х: + xie*' ■ 
Найдем у : А-’ -ЗА - 2 = 0, О = 1 > 0, к, = I , к. = 2 , у  = С,**' + С2еи .
Ищем у в виде ? = еу,(ах* +:Ьх+с\. Найдем у ', у* и подставим в 

уравнение:
у ' = 3с '' («.v + hx * с )+ Vх' {lax  + b), 
r " s 9 i ' ’ ' j a r : ♦Ах-» I-  Ье'1 (lux  + б)+ е '' 1а .
Тогда gjif; (asr -t h.\ - i \+ 6e''(lax+  b)+е ' '2а - 9си (ах2 +Ах + с)-
->с' (lax+ h)~ 2с (их +Ах + с) = (х : + х )г '‘ -  является тождеством.

Отсюда ?(2«д -гА)- 2« + 2(ох2 + Ах + с)= х3 + х.
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X : 2 а = I
-V : Ьа + 2 А = I
х" : ЗА + 2« + 2с = О

2) Пусть fix) = tr“ ( / >„ (x )  sin Рх + Qm ( х )  cos /?х) .

Тогда у = t'u,(/Jt.(x )sin /?x  + 5 ,.(x )cos/?x ) , где Л/ x j , Вк(х) -  многочлены

степени к = max{w.m} с неизвестными коэффициентами.
Для их определения поступаем как в предыдущем случае.

Пример 22 Найти общее решение уравнения: у"+6у' +9y=l0sinx. 
Найдем у: к2 + 6к + 9 = 0, D = О, А, =к2 = -3 , у  = е~,х(С1 +С,х). 
Ищем у  = /Isinx + 5 cosx , где А, В — неизвестные числа, 
у’ = .-Jcosx-Bsinx, у ’ = -,4sinx-Scosx.
Подставим в данное уравнение и получим тождество:
-  .-Jsinx -  S cosx  + 6 A cosx -  6 5  sin х + 9Л sin х + 9В cosx = lOsinx 
ИЛИ i8A -  6 5 )sin x  + (8В + 6A)cosx = lO sinx.

Замечание
Если в первом случае число а является корнем характеристическо­

го уравнения, а во втором числа а к р  совпадают с аналогичными 
числами случая D <0, то частные решения надо умножить нах.

Пример 23 Найти общее решение уравнения: у ’ + у = sinx.
Найдем у :  к1 +1 = 0, D< 0, а = 0, р = 1, у  = С, sin х + С2 cos х .
Ищем у :  у  = ^ s in x  + 5 cosx, А, В -  неизвестные числа, но

- fix) = sin х = е0ж (l • sin 1 • х + 0 • cos 1 ■ х ) , т.е. а = 0, р = 1 совпадают, поэтому

. Решим систему. 8В + ЬА = 0 3
3 9 20 4В = -  — А . 8Л + —.4 = 10, А= —  = - ,  В = -
4 2 25 5

.3
5

58



у  = iЛ sin .v + В cosx/x .
Наилем y '= .4 s in x  + Bcosx + (A c o s x -B sinx^r,
y ' = 2 (/ico sx -B s in x )-( .4 s in x  + В cosx)x и подставим в уравнение:

2( I c o s x -B s in x ) - (  .4sinx + B cosx)x + (-4sinx + Bcosx)x = sinx ,

2(.4cosx —flsinx) = sinx , A =0. В -  ,2
„V■v = — cosx -  частное реш ение,

у « C sinx + С\ cosx — cosx — общ ее реш ение.

Если f ix )  не подходит к приведенны м двум случаям, то  ее пред­
ставляют в виде суммы нескольких ф ункций, подходящ их к этим слу­
чаям. Затем находят частное реш ение для каж дой слагаемой в отдель­
ности. Тогда сумма всех таких отдельны х частны х реш ений будет ис­
комым частным реш ением.

П ример 24  Н айти обш ее реш ение уравнения: у ’ -  у' -  2у=х+ел.
Найдем у :  к 2 -  к - 2 = 0 , £> = 9 > 0 .  * , = - 1 .  *, = 2 ,  у=С,с"* +С\е2'.
Злесь Кх) = х  + е ' не подходит к одному случаю , поэтому / ,ш  = х , 

1  ixi = с . Ищ ем у : у, = ах + b . у  = и . у '  = 0 , 0 -  о -  2(ах + Ь) = х , отсюда

Ищем у , :  Т3 = Л е '.  y j ^ A e ' .  у ’ = .4е '.  А е ' -  А е ' -  2 А е '= е ',  А = - —.

oou iee решение.
Если частное реш ение нельзя искать методом подбора, то  приме­

няют метод вариации.
В этом методе, имея у  = С,у, + С \у , вм есто постоянных С, и С \. 

подставляю т неизвестные ф ункции С,(г) и С\ (х), и ищут общ ее реш е­
ние в виде у  = С\(х) у, + Сг(х> ■ у , . Н еизвестны е функции определяю тся

П ример 25 Найти обш ее реш ение уравнения: у"+ 4v = Sciglx . 
Найдем у :  А: + 4 = 0 , D = —16 < 0 , a  = 0 , / i  = 2.
\ = ( sin 2х + С\ cos 2л-, поэтому
I -  ( 'v/sin 2 х  + C j x i c o s 2 х  -  вид общ его реш ения.

Т огда у = у, + уз = — -  ^ — е г , v = A + C\cj *> 1 4



Для определения С, (л) и С\(.х) составим систему:
j С sin 2.x + С j cos 2.x = О
{с’, 2 cos 2.v -  Cj 2 sin 2.x = 8с/#2.х

Решим эту систему. С  = -С '[ig2x, С,' cos 2х + С" — — -  = 4с/%2х,
cos 2.x

4 cos3 2.x _
С , = ------------, С , = -4cos2.x.

sin 2.x
Тогда С \  (.г) = -4 Jcos 2xdx = -2 sin 2.x + С \, С, -  const.

. iircos" 2.v . , fl-sin '2 .x  1 . /  1 . „  ̂ ,С, (x) = 4 I-------- ilx = 4 I------------ dx = 41]--------- sin 2x \dx =
J sin 2.x a sin 2.x sin 2.x J

,  .  , f  Л  _ I  .  f sin1 x + cos1 x .= 2cos 2.x + 2 I—------------- 2cos 2x + 2 ------------------ d x -
1 sin x cos x 1 sin x cos x

= 2 cos 2.r т 2 jflffx + clgxjdx = 2cos 2.x + 2(- lnjcosx| + lnjsin x|)+ C, .
C,(x) = 2cos2x + 2 lnj/gxj + C’, , C‘, —const.
Отсюда у  = (2 cos 2.x + 2 lnjfgx| + C\ )sin2.v + (C, -  2 sin 2x)cos 2x.
■v = C, sin 2x + t \  cos2.x + 2 sin 2x • Inj/gx! — общее решение.
Линейные дифференциальные уравнения с постоянными коэффи­

циентами более высоких порядков решаются аналогично.

5 Система линейны х диф ф еренциальны х уравнений с постоян­
ными коэффициентами

Рассмотрим однородную систему:

[dx .— = их+ ох
U
1 dx .— = сх + dy 
Ш

где х, у -  неизвестные функции; t -  аргумент; а, Ь, с, d -  const. 
Существует несколько методов решения системы.

1) Метод исключения.
Этот метод приводит систему к уравнению второго порядка. Для 

этого из первого уравнения находят у или из второго -  х, затем нахо­
дят производную этой переменной и исключают ее из системы.

Пример 26 Решить систему

dx— = 2х + 2 у  
dt
d y



Найдем из второго 1 = / -  Зу, дг' = у ’ - 3v' и подставим эти значе­
ния в первое уравнение:

у" -  3_>*' = 2(у' -  3.1 •) + 2.V , у" -  5у' + 4 у  = 0 .
Решим это уравнение. Составим характеристическое уравнение.
к: -5А + 4 = 0, D = 9. *, =1, кг = 4 , у  = С,е' +С\е4'.
Теперь найдем х = v'-3.v = C,e' + 4С;е4' - 3 С,е' -3 С,<?4' ,
л- = -2С У  + С У  1

| -  оощее решение системы, 
v = f]e' + С'.е J

2) Метод Даламбера.
Умножаем одно у равнение на число к и прибавляем другое урав­

нение, имеем: — + k ‘-^- = ax + by + k(cx + dv). • * * -  =fa+kc)x+(b+kd)y. dt dt dt
ii i с , b + kdЧисло к подонрается так, чтобы к = ------- .

а + кс
Метод Даламбера удобно применять, когда это уравнение имеет 

два разных действительных корня, то есть при D > 0 .
Пусть к |, к2 -  корни. Тогда замены U - х  + к,у и Г = х + к:у позво­

ляют найти U, V из уравнений V  = (a + ktc)U , I" = (о + А\с)Г .

Отсюда решая алгебраическую систему: | х+ ^ найдем х, у.(х + £,у = V

Пример 27 Решить систему примера 26 методом Даламбера. 
Умножим второе уравнение на к и прибавим к первому.

^ i L L (2  + n v .( ?  + 3ft)v. 
dt

1 + зд ,
Решим уравнение к = ------ , *■ -  к -2  = 0, 3 = 0, = -1 , Ш = 2.2 + к
Пусть U = х -  у . Г =д + 2 у .
Найдем U: L" = ( , Г = С,с/. Найдем V: V  = 41' , I = С\е*'.

Осталось решить систему: Г  J ’*
[х  + 2 у  т С 2е л'

, . J- С. , С, 4,= —С ,с +(,t- , v = --- -е +——е ,
3 3

s , ;■ i, 2С. , с ,  4,Здг = 2С .с* +С.«' . v = ---- с + —— е .
1 3 3

Пользуясь произвольностью постоянных С,, С\, заменим их на 30,
т  |х  = -2С )в'+ С ,« 4' _ и ЗС, соответственно. 1 огда < -  общее решение.

b = < V  + С’,с4'
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3) Метод характеристического уравнения.
Для данной системы уравнение вида:
'а —к b I

= 0 -  называется характеристическим.с я - *  I
Методами из 4 с помощью корней характеристического уравнения 

определяется значение одной из неизвестных, а другая определяется 
из системы.

Пример 28 Решить систему примера 26 этим методом.
2 -к  2 IСоставим характеристическое уравнение: = 0. 

1 3-* |
Приведем его к стандартному виду и решим.
( 2 -  к)( Ъ -  к) -2  = 0, Л2 -  5Л + 4 = 0 , £> > 0 , | |  = 1, к , -  4. Найдем С

помощью этих корней неизвестную у: у  = С,е' + С,е4' .
Подставляя это значение во второе уравнение системы, найдем х:
.т = у '  -  Ъу = -2СУ  1 С \е4' .

_  [х  = -2С,е' + С,е*' LОтсюда < -  общее решение.
U « C ,e *  + С :в4'

6 Решение задач с помощью дифференциальных уравнений

К дифференциальным уравнениям сводятся многие задачи, как са­
мой математики, так и некоторых других наук, например, механики и 
физики.

Рассмотрим несколько задач.

Пример 29 Найти кривую, проходящую через точку (1; 1), чтобы 
угловой коэффициент касательной к кривой в любой точке был про­
порционален квадрату ординаты этой точки.

Решение. По условию у' = ку2, где к -  коэффициент пропорцио­

нальности. Это уравнение типа I. Тогда — =ку2, ^~ = kdx. f-^v-= [kdx
dx у  3 у~ J

—  =кх+С. Подставляя начальное условие v|x _ j = 1, получим -1  = к + С , 

С = - \ - к .

Отсюда —  = кх - 1 -  к или у  = ------------- уравнение искомой кривой.
у  к + 1 -к х
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Ее графиком будет гипербола с асимптотами у  = 0 и х = —- р .

Пример 30 По закону Ньютона скорость охлаждения тела пропор­
циональна разности между температурами тела и среды. Если темпе­
ратура среды равна 20° и тело в течение 20 минут охлаждается со 100° 
до 60°, то, через какое время его температура понизится до 30°? 

Решение. Пусть Т - время. По условию Т' = К(Т -2 0 ;, 
где к -  коэффициент пропорциональности.

dT (ITЭто уравнение типа I. Тогда — =К ГГ-20), ------- - k d t ,
dt Т -  20

j - ^ I — = k jd t .  1п|Г-20j = kt + InC, Г -  20 = Ce1' . При / = 0, Г = 100; при 

/ = 20, T = 60.
Из этих условий найдем С и к: 100-20=СУ, С = 80. Т -2 0  = 80с" .

1 1 *п Т  
60 -  20 = 8 0 с :|1 ‘ , £'-°*= —, 20*  = In * -------2. .

2 2 20

Следовательно Т  = 20 + 80[ — Г  . Полагая Т = 30, получим

3 0 - 2 0 + 8 0 |^ |  . I т  Г  1  J = ( у )  • ~ • = 3 , / = 60 минут.

Пример 31 Последовательно включены: источник тока, напряжение 
которого меняется по закону: £ = l sin<u/, сопротивление R и емкость 
С.

Найти силу тока в цепи при установившемся режиме. (Установив­
шимся режимом называется такой, при котором сила тока постоянна 
или меняется периодически).

Решение. R1 -  падение напряжения на сопротивлении R, -  паде­

ние напряжения на емкости С, где q -  заряд конденсатора. Следова-

SL 
С

Продифференцируем это, получим: R — + — ■ —  = I'to cos tut, так как
dt С dt

—  = /  , то R Г  +  — /  = I'eu-cos.o)/ -уравнение типа I. 
di С

1 1 -  --L
Найдем I : Rk + — = 0 , *  = ------, I -  Ре w , Р -  const.

С RC

тельно Ю +— = l sinw/.
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ф -  фаза, 1 'яшАсоь(и)1 -<р). Подставляя в уравнение и приравнивая ко­
эффициенты при sincut и coscot, получим систему:

R.I со ■ sin «р + — cos tp = О 
С

Л-1 со ■ cos <р -  —sin ш

Отсюда найдем /g <р ----------- , .-/ = 1 , так как
ЛС о» д/Л2 + (ш ■ О

I = Ре —> 0 при / —» +оо , то /(/) = = -  сила тока при уста-
V F  + (w С ) ':

новившемся режиме.

Ищем / :  1 ш a  cos cot + В sin cot »  л  sin ( mt ) ,  где A  — амплитуда,
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Глава 12 
Ряды

1 Ч исловы е ряды  

Д ля  числового ряда:

V+V.*...*L' =0  -  необходимое условие сходимости.

5 = lim S . -  сумма ряда, где S„ =U, +U2 + ... + (/„ -  частичная сумма.

Д ля  знакополож ительного ряда:

Признак сравнения 1.
Если V , > Г„, начиная с некоторого номера, то из сходимости лево­

го ряда следует сходимость правого ряда, а из расходимости правого 
ряда следует расходимость левого ряда.

Признак сравнения II.

Если lim — -  = q , (0  < q < -« / ,  то оба ряда сходятся или расходят- 
^-и

ся одновременно.

Признак Даламбера.

Если lim = ц , то при q < 1 -  ряд сходится, при q > 1 -  ряд рас- 

ходится. при q -  1 -  неизвестно.

Признак Коши.
Если lim , то же самое.

Интегральный признак Коши.
я

Данный ряд и несобственный интеф ал ju .d п сходятся или расхо-
0

дятся одновременно.

П ример I Исследовать на сходимость ряд: —  + —  + + --------- + .
1 2 2 3 пт +1)
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Решение. Sn •  —  + —  + ..+ — !—  = (i _ i.]+ ( - - - )+  (-■- i)+
12 2 3 n(n+l) \  2/ \2 3/ \3 4/

V I n  +  1 /  /1 +  1

5  =  lim  5 ,, = lim ( l ------- !— )=  I .
»— -— V n + I /

Значит, ряд сходится и его сумма равна 1.

Пример 2 Исследовать на сходимость ряд: 1 + — + — + ... + -L +....
2 3' п"

Решение. Применим признак сравнения II.
Для сравнения возьмем ряд из примера 1.

I V- п(п + \) п .lim —  = lim---- -----= lim------= 1.
■'-* К, ■— I *~>л + 1

Следовательно, ряд сходится, но его сумма не определена.

Пример 3 Исследовать на сходимость ряд: 1 + — + — + ..+  — +
2 ! 3 ! гг!. J

Решение. Применим признак Даламбера.
I

.. (п +1)! .. п! I
lim -----;----- = lim ----------- = lim ------- = 0 < I •

’- Ч п  + \) !  «-»«л + 1
n!

Следовательно, ряд сходится.

Пример 4 Исследовать на сходимость ряд:

!Ш Ш Я -Решение. Применим признак Коши.

# Р Г = =  Ssl1+̂ } =e>1-
Следовательно, ряд расходится.

Пример 5 Исследовать на сходимость гармонический ряд:
I 1 1 ^ 11 Н----1--- К.. Ч----1-....

2 3 и
Решение. Применим интегральный признак Коши. Исследуем не­

собственный интеграл: f-d n .* у»
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*ф( / ) = \ - e i n  |  ln|n|jj = ln(/| — In I = g j g  lim <p(,) = lim In |r| = * •

Следовательно, интеграл расходится, поэтому ряд также расходит­
ся.

Пример 6  Найти предел lim ‘4 Ап , где A, k -  const.

Решение. Этот предел относится к неопределенности .
Применим метод г л .4 ,1, стр. 25.

I _ !п| Jn* |  1п!и(

limv.4»1 = lim(.i4w*
ft-* г n-*»
К последнему пределу применили правило Лопиталя.
Этот предел часто применяется при исследовании ряда по признаку 

Коши.

Пример 7 Исследовать на сходимость ряд:
3 4 п + 12 -*• — — 4- ... + ------ + ... .
2 3 п

Решение. Проверим необходимое условие сходимости.

lim I -  lim ------ * 1 * 0 .
- » ‘ I  n 

Условие не выполнено, следовательно, ряд расходится.

Д ля исследования знакочередующегося ряда:

u l - u 2 +u2 - . . . + ( - \ r ' u fi+... (1)

Признак Лейбница.
Если для знакочередующегося ряда выполнены условия:
1)1'. > I , с некоторого номера,
2 )  lim Г, = 0 .

то ряд сходится, но если хотя бы одно из этих условий не 
выполняется, то ряд расходится.

Пример 8 Исследовать на сходимость ряд:
1 1 1  ,  I 1------ ------- ... + ( - 1 )  ------ + ....
2 3 4 v 7 я + 1
Решение. Применим признак Лейбница, 

м * 1 ’ "*| п + 2

ПП) ----— lim--------------- (l .
и -  e '"  * = e"~’ " = e"~’n - e  -  1
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1 )  > ----------верно всегда,
п +1 /7 + 2

2) lim U,, = lim----- = 0 -  верно, следовательно, ряд сходится.
и - .*  « - »  л  +  1

Для знакочередующегося ряда составим соответствующий знако­
положительный ряд.

£/| +!/>+... + {/„+... (2) 
Если ряд (1) сходится и ряд (2) сходится, то сходимость ряда (1) 

называется абсолютной.
Если ряд (2) расходится, то сходимость ряда (1) называется услов­

ной.

Пример 9 Исследовать ряд: j  -  ̂  +... + (-1)"*' -  • +...

Решение. Применим признак Лейбница.

U н = — • — , 01, = —  - L
п 2" я + 1 2

14 1 1 1 11 )  > ------------ 1—  верно всегда.
я 2“ я + 1 2

2) lim U „ = lim -— — = 0 -  верно, следовательно, ряд сходится.
"—“ л 2

Теперь уточним тип сходимости. Составим знакоположительный
1 1 1  1 1ряд — +------  + ...+------ + ...
2 2 2- п  2"

Исследуем его по признаку Даламбера.
J ____ 1_

lim —— = lim ||Й | Й—  = lim———  = — < 1.
Un »-** 1 j_  *-*2{n + l) 2

n 2"
Следовательно, ряд сходится, поэтому по определению сходимость 

данного ряда абсолютная.

Пример 10 Исследовать ряд: — +(-1)"*1—+....

Решение. Применим признак Лейбница. и„ = - .  и  , = —— .
я > я + 1

I \  1 11) — > ---------- верно всегда,
я « + 1

2) lim U„ = lim -!- = 0 -  верно, следовательно, ряд сходится."-** .1-.И п
Составим знакоположительный ряд:

68



, 1 1 1  _1 + -  + -  + — + ... |  это ряд гармоническии, который расходится 
2 3 п

(пример 5), поэтому сходимость данного ряда условная.

2 Степенные ряды

Для степенного ряда: аа +о,х + а,х? + +....
I а IR = lunj——I -  радих с сходимости,

R = lim -== -  ради\’с сходимости, (- R.R) -  интервал сходимости.

Пример 11 Определить интервал сходимости ряда:
2.v < 2 х г  1 2 х /  . , ч--. (2х)"-------------- + ---------- -----  ( - 1)
1 2  I

----- + .
п

7"
• ^ | =|п
2"* ■■
п

2 »• 1 •и

П + 1

п + 1 1= lim — — = lim - I . i l  -
2 2 J

n + 1
интервал сходимости.

Исследуем на сходимость границы этого интервала. 
1х = ——. подставляя в ряд, получим:

. 1 1 1 -  расходится, так как это гармоническии ряд 
п

со знаком минус.
1х = - ,  подставляя в ряд, получим:

1 1)’" -  + ... -  сходится (пример 10), поэтому Д ] —

интервал сходимости.

Степенной ряд вида и, + а,(х-а)+ а2 (х -  а)2 +... + а „ (х -а )"  +... 
заменой х~и<* \ приводится к основному виду: 
а„ + auv ч-«.у* + ...-*■</, г' +...
Определяется для него интервал сходимости (- R. R). Тогда данный
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ряд имеет интервал сходимости (а -  R, а + R).
Для функции /Щ, имеющей в точке х = а производную любого по­

рядка, составляется ряд Тейлора:

| Я Ш Й И |
при о = 0 получается ряд Маклорена:
w«\ / '(0 )  / '( 0 )  t / ‘"‘(О) „/ ( 0 ) +  х  + ---■■■ -- х + ... + -— — х + ...,

I  2/ 1
которые являются степенными рядами.

Для разложения функций в степенной ряд на практике использу­
ются не ряды Тейлора и Маклорена, а следующие разложения:

t 5 х2"”11) sin.T=.r—:— + ... + (-l)"* -----г + .» (-°°.+°°) — интервал сходимости.
3/ (2л—Щ

2) cosx = l —•^•+ ...+ (-1)”* щ— 2V+ l (_00,+0°) — интеРвал сходимо­

сти.

3 )  е '  =1 + -^ +  — + .. .  + —  +  . . . ;  (-ос.+оо) — интервал сходимости.

4) ln(l + дс)=.т- — + ... + ( - 1)"*1 —  + (-1. l] — интервал сходимости.
2 п

h  V* , а  а ( « - 1 )  , а ( а - 1 ) . . . ( а - и  + 1) „ . ,5) (1 + х г  =1 + — -х + —------’-х  + ... + —-----—s---------- -х + ...: (-1,1) — ин-
1 2 /  п! |

тервап сходимости, а -  не натуральное число.

Пример 12 Разложить в степенной ряд функцию sin: т .
Решение. Представим эту функцию через косинус и применим 

формулу (2).
1 -  cos 2х 1 1 I  I Isin х = -------------= -------- cos 2х ----------

2 2 2 2 2

1 1 ------ 2 1 4 2 1 4 = --------- +  X ------ .V + . . .  = X ------X + ...
2 2 3 3

I (2*У , Ш Й
■)' 4 ' I

J

Пример 13 Разложить в степенной ряд функцию 1п(5 + х ) . 
Решение. Приведем эту функцию к виду формулы (4):



Пример 14 Разложить в степенной ряд функцию
Х + 2

Решение. Приведем эту функцию к виду формулы (5).

I n — Щ Щ Ш Ш
12 Пх+1 X + — *>

Ш Ш В Ш

и о
X ( х \  ( Д*У 1 1 3 3 2 -Э 1 —  +1 -  I -  -  + ...! = —  + — х — тХ + — х + ..

| J ‘ j  ' ?

3 П рим енения степенных рядов

J.7  Приближенное вычисление натурального корня

Вычислить у А’ с точностью с . % А ' = \ ' ^ + й = а 1  +
b и

Число а подбирается так, чтобы Ь «  а” .
Применяя формулу (5) разложим в числовой ряд:

Ъ V  С/ *7
я  I 1 + —  = £/ + --------+ . . .

V п 2я
Если получается знакочередующийся ряд, то берем только первые 

члены больше точности е, а все члены меньше точности с отбрасы­
ваем.

Если ряд знакоположительный, то отбрасываем такой его остаток, 
который имеет сумму меньше точности е .

Пример 15 Вычислить с точностью с = 0,001: >/34.
I

>/34 = V32 + 2 = 2; 1 + —  У =

-  2 Ц Й Ц ш Д  Н К  р  - k  J  Ш  i
5 16 2! U 6 j  3! U 6 j

= 2 + - L -
40 1600 5 - 4  40

1так к а к ----- < t . то весь остаток имеет сумму меньше
1600 1600

3.2 Приближенное вычисление синуса и косинуса
Вначале переводим аргумент в радианы. Затем по формуле приве-



дения, и используя связь между косинусом и синусом, аргумент сво­

дим к величине < — < 1 и используем формулу (1) или (2).
4

Пример 16 Вычислить sin 70° с точностью е = 0.001.

sin 70° = cos 20° = cos — — = cos — = cos = cos 0.349.
180 9 9 

Теперь применяем формулу (2).
О 349г 0 3494

cos 0.349 = 1 -  ’ —  + — ----- ... = 1 -  0,0609 + 0.0006 - . . .  = 0.940.
2! 4!

Остальные слагаемые не включаем, так как их сумма меньше точ­
ности е.

3.3 Приближ енное вычисление натурального логарифма 
Вычислить In /V с точностью е . Из формулы (4) получаем разложе­

ние: l n - i - f i  х + — + — + . ..1.
Ш  1 3 5 1

Ц 1+х N  -1  ,Тогда п р и -----= N , получим х = ------ < 1.
I - х  W + 1

При больших N  сходимость ряда будет медленной. В этом случае

.V -  г" -Ь. Тогда In# = In'e" -b = n + \nb, b = — < 1, x = ——-.
e“ 6+1

Пример /7  Вычислить In 40 с точностью e = 0.001.
40Решение. Так как е -  54,74, Ь = ------ -- 0.73,

54,74
тогда In40 = lne4 •0,73 = 4 + in0,73 = 4 + In(l-0.27).
К логарифму применяем формулу (4):

1 п ( 1 - 0 . 2 7 ) = - 0 , 2 7 - ^ - ^ - . . . =
2 3

= -0.27 -  0.0364 -  0,0065 -  0,0013 = -0,314.
Сумма остатка меньше суммы убывающей геометрической про­

грессии с первым членом 0,27 и знаменателем 0,27.
1 0 27s 0 274Эта сумма равна: ----- ------ = —----- = 0.00049 <0,001, отсюда
5 1-0,27 4-0,73

In 40 = 4 -0 ,314  = 3,686.

3.4 Приближ енное вычисление определенного интеграла
Мы знаем три способа (гл.7) приближенного вычисления опреде­

ленного интеграла. В новом способе подынтегральную функцию раз-
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лагают в степенной ряд. Количество членов как в предыдущих зада­
чах подбирают по заданной точности.

Сумму остатка (в скобках) вычисляем как в примере 17. Эта сумма 
меньше точности.

3.5 П риближ ен ное р еш ен и е  диф ф еренциального уравнения
Пусть дана задача Коши F(x,y.y ') = 0 , _у|^п = Ь, тогда решение ищем 

В виде степенного ряда: у  = й + а ,(х -а )+ а ; (х -а ) ? + ... + а„(х-а)" + ....
Коэффициенты а ,.в ,.... определяем поэтапно, используя данное 

дифференциальное уравнение.

Пример 19 Решить приближенно уравнение: у '-  х 2 + у 2, у! = I .
Решение. Запишем степенной ряд: у = 1 + а,х + а ,х : + а,хд +atx* + ...,
у'= а, + 2а:х  + За,х: + 4а^х3 +. . . ,  тогда >'(0) =а, И у'(0) = 0: + 1: = 1, отсю ­

да о, = 1.

Найдем у"= 2а2+6а,х + 12а4х: + ..., у"(о)=2а3.
у"= 2х+2у у \  У"(о) = 2 0 + 2 1  1 = 2, отсюда 2а. = 2, о, =1.
Найдем у"'= 6а, + 12а4х + . . . ,  у"'(0) = 6 а ,.

4
у"'= 2 + 2j ' j '+2у у " , у'"(0) =2 + 2 + 4 = 8, отсюда 6а, = 8, а, = -  и т.д.

Тогда у = I + х+ х: + - х ’ +...  -при ближ енноереш ение.

Дифференциальные уравнения высших порядков приближенно 
решаются аналогично.

Пример 18 Вычислить j e ' ‘dx с точностью 0,01.
О

Решение. По формуле (3) разложим е'Гх в степенной ряд

/ j 5 7 \|j
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4 Ряды Фурье

В ряде Фурье cos их + />„ sin ли -  функции f(x) с периодом
*• ш

2.т, коэффициенты а0,а„.Ь„ определяются по формулам:

«о = — \ f ( x )d x , ап = — J/'(.r)cos«.vi&, Ь„ = i  J/(x)sin  лх<&.

Для четной функции А, = 0, для нечетной функции а„ = а„ = 0.

Пример 20 Найдем ряд Фурье функции: /(*) = *.
Решение. Функция х -  нечетная, поэтому а0 = а„ = 0.

U = х
Ш = sin xdx

Щ = — Jxsinxtir = du = dx i
,, eos/ix V ----------- 1

1 -dx

If 2tt-cos/ot smror | M osM  2(-\Y  , I= —------------ + - — ------------- --—-—,T.K. cos ИЛ-= (—!)".M. n n~ | .T I n n

Значит x = 2У -~*^ s'n nx .n

Пример 21 Найти ряд Фурье функции /(.г) = х1.
Решение. Функция х1 -  четная, поэтому Ь„ =0.

1 V , . 1 х3а0 = — |х dx = -----
тс i  тс 3

i„ = — fx: cos rtxdx =7Г "

= ------ - fxsin rtxdx =
n л  •

лучим : тс~ =

_ 2/r'
3

1 1X*
dv = COS /№ &

</n = 2x
У sin nx

~ n ~
этот интеграл
из примера 20

^ i(- l)" c o s  nx
».i n l
— l)’1 cos ил- t»>“ *

2 2 (-l)"’1 4 ( - 1)"
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Полагая х = 0, получим: 0 = —  + 4 • У  - ~v~ , У  — ^— = т г -
3 и~ t J  12

Складывая эти ряды, получим У I — Щ— = — .
t f ( 2 n - l ) -  8

Для фу нкции Дх) с периодом 21 ряд Фурье и его коэффициенты оп­
ределяются аналогично:

«„ п я х  t  ._ п я х. /  ч и. П Л  А  .  . Г1/4 -/(.г) j  — + 2* а„ cos—— + Ь„ sin —
-  и*1 * «

I г ,  5 , l f „ .  ияэ: , . 1 г . . ляг ,где Ц  = - ]./(х)<4г, о„ = -  J/(x)cos—— <£г , />. = - J/(x)sin — £ЙГ.
* -» ' -/ * * -/

Пример 22 Найти ряд Фурье функции /(* ) = |х| с периодом 21. 
Решение. Так как |xj — четная, то Ьг = 0.

я  в  В  I

1 V

2 г пях
и -  -  х cos-----ах ■■

I • /

xdx =

§
§rii

/  2
U = х

•9и

,  ПЛХ , _ Л- = cos-----ах\ —

I . пяхгI = — sin-----
п я  I I

I г . пях dx

21
И'.Т

f . ля J s .n -
0 '

г (cos пя  — 1) = — [(— 1)" - 1]=

2_ _1_  №  г =
пя пя I |„

!0. при п -  четном.
4/

---- -—- .  при п -  нечетно м
п~я~(2 и - 1)ях-

Значит л1 = - - - ^ У —;----- %— •
1 2 л - tT (2n-l)

Полагая в этом равенстве х = 0, получим:

0 = - - — V __!__ у __1—  = — .
2 ГГ(2и-1): ’ £г(2и-1)г 8 

Этот результат мы получали и в примере 21.
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Индивидуальные домашние задания 4

ИД34.1

Вычислить определенные интегралы с 
после запятой:

точностью до двух знаков

3
1 jy ln {y -\)d y

0 X

2 f.r2*? 2<& 3 jxcosxdx 
0

.Т

4 Гх3 sin xdx
О

5 Jarccos 2x<ir 
1

2

6 |Су -1)1пу</и 
1

7 jx e ^ 'd x  
1

я

8 J.r sin x  cos xdx
- ЙГ: -I"J

10 Гln\ X dx 
■ i

11 \Гх In xdx 
1

1
12 jarctg-Jxdx 

0

13
0 “

X

8
tic 14 f.r3 sin 4xtZt

0

2

15 Jy2 ln>c/>’ 
1

i6 К п(х+^ л
M - r  +  iy

17 jam g(2.r -  j)dx 
|

X

18 J(x +  3)sin xdx
a

19 jx  In3 xdx 
1

0 |
20 J(.T-2)e ’t&

-3

ИДЗ 4.2

Примеры 4,5 Глава 7.

1

1 jx * 4 x —x~dx 
0 
1

2 § § § §  1
i  Г ”

V 2 Л 

# 5  3 i

5

8
v2

Ш у и
з Л
ш

4 J>/4 - x 2dx 
0

б |> /3 -х 2<Лг
О

7 Jx2 ■ j9-x2dx
U

9 S  - х 2У *  
0

i n  f Ш 11 H v2_1tfc 17 У Л

3
I3 ,J *
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13 jv 2 -x^dx

16 J- dx

,9  ) M z ± d x* Г

1  ,f 2.v- 13.r + 3

7 1 S  -W 8 - 2 X - X -

10 :f Iх ~ 5^
Щ -2.V + 2

13 J- dx

16 f---7"—----
f 3 x  - X  +  l
Г-

19 r f r ' 2) *  
?x* -4 x  + 5

14 И
o (x + 1)

20 j . dx

- x - \K

2 J

ИДЗ 4.3

dx

-2  vx2' + 2x + 4

5
» r* 4. v

> A
8 J—? r  + 5/+ 4

Щ  + 2x + 5
°f (2л -  %)dx

П  f ....
,J x- -6 x  + 10

20 :r l ^ l £ *
■Jx" + 3x + 4

15 I t s -

17 JVl-x2<fr 18 J-----;
(9 + х3)\/9 + х :

Примеры 8,9  Глава 7.

3 ь
dx

x + 4x-21  

dx6 f ■; ----
+ 4 x  +  !

9 j  x" + 3x +

12 J r 2 +2x +2x 

dx, 4 , 5 f « . ....
W l - x - x : V2 + 3 x -2 x :

18
xir

,«x -7 x  + 13 

Примеры 1, 3 Глава 7.

ИДЗ 4.4

Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:

I > _ » * _  
/16х4 +1

4 и иГ Vx- -6х + 9

2 > f e S i
/V 2-4X  

о VI6х + 1

,  Тг 16хЛ 
J 1Ау4'16х -1

6
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*г xilx
8 J 1

г ^х
0

9 f- xdx
1 >/l 6х4 -1 *V(3 - 4 J , / ( , 4 4  f

1 'г1" ^ - 1) ^ 11 "г x'dx
12 J

г
4

dx
1 Зх-1 
1 0  Щху + 8 У 20x’ -  9x +1

, I  xdx
14 |  \n2dx 90

, 15 J-S .. 7 4
xdx

« \1( 16+Х2)5 /  (l x)ln2 (l — х) yjx2 -4 x  + l

| W K 2 - 3 , ) 17 f  dx 18 J 
1̂

1 xdx
о 2 -3 * jj ;г(х2 + 4х + 5) 1 — x 1

, |  xdx
20 V 2xdx

Примеры ’11-14 Глава„■{ х 2 + 4х + 5 o V l - x 4

ИДЗ 4.5

Вычислить (с точностью  до двух знаков после запятой) площ адь 
фигуры, ограниченной указанными линиями:

I p  = 3yJcos2<p 2 у  = х г, у  = 1 - х

3 у  — л/х , у  = х* 4 х = 7cos’ t , у  = 7 sin' l
5 p = 4cos3^7 6 p  = 3cos2tp
7 p  = 2(l-cos<!?) 8 p 1 =2s\n2<p
9 x = 4(r-sinf), у  = 4 (l-co s/) 10 p = 2(l + cos^)
II  p  = 2sin3<o 12 p  = 2 + coŝ >

13 JTR------г . У = 4 r  14 = x  + l ,  y 2 = 9 - x1 + x’ 2
15 >>: = x ' , x = 0, > = 4 16 p = 4sin V
17 x = 3cos/, у = 2sin/ 18 j/2 =9x, j/ = 3x
19 x = 3(cosf + fsinf), .y = 3(sin/-/cosr), > = 0 (0< ( S t )
20  y- -  4x , x 1 = 4y  Примеры 1-9 Глава 8.

ИДЗ 4.6

Вычислить (с точностью до двух знаков после запятой) длину дуги 
данной линии:

1 \[х* + \[у* =
2 2 2

2 х ’ +у> =4»
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3 P  = sin’ y  [ о < Р < £ ]

4 p  = 2 sin 3 ^  0 < (p < ^-1

5 у2 = (x +1)‘, отсеченной прямой * = 4

6 p  = 6cos'~

7 y : = ( x - l ) ’ отточки  A (1,0) до точки В (б.Vf25)
8 у 2 = х 5, отсеченной прямой х = 5
9 Р  = 6CGS0?

10 р = 3(1 -cos^>)
1 1  3 ^11 р  = 2 cos —

12 9у : = 4(3- х )  между точками пересечения с осью Оу
13 р  -  3sin^J

15 р  = 2(l -  co s<р)

16 у2 = (х -1 )’ от точки А (2.1) до точки В (5.8)
л (

17 у  = е 2 + с 2 (0 < х < 2)

1 8  р  =  5 s i n ^

19 р  = 4 cos^>
20 у = х 3 от точки А (0.0) до точки В (4.8)

Вычислить (с точностью до двух знаков после запятой) объем тела, 
полученного вращением фигуры Ф вокруг указанной оси координат:

1 ф : Уу = 4 - х ,  х = 0, Оу
2 Ф: х = 6(/ -  sin/), ) = 6(l -  cos/) (0 < / < 2*г). Ох
3 Ф: х = 3cos: / ,  .v = 4sin: / (0 < / < л”/2), Оу
4 Ф: у 2 =  х ,  а-2 =  у , Ох
5 Ф: у 2 = 4х, х : = 4у , Ох
6 Ф: х = 2cos/, у — 5s»n/, Оу
7 Ф: у = х", 8х = у*, Оу
8 Ф: у  * £ ‘ , X = 0, у  « 0. х = 1, Ох

Примеры 10-12 Глава 8.

ИДЗ 4.7



9 Ф: у : = 4х/3, х = 3, Ox
10 Ф: y  = 2 x - x i , у  = 0,  Ox
11 Ф: .г = 7cos’ I , у  = 7sin’ / ,  Oy
12 Ф: xy = 4 , 2x  + у  -  6 = 0, Ox
13 Ф: x = >/3 cos/, ^ = 2sirw, Oy
14 Ф: y -  2 -  x2, j/ = x2, Ox
15 Ф: x = cos'1 / ,  у  = sin' / , Ox
16 Ф: 2>' = x: , 2x + 2>>-3 = 0 , Ox
17 Ф: x = f i . r ,  у = / - / • ’ ( 0 s /£ l ) ,O y
18 Ф: x = 2cos’ / ,  = 2sinJ/ ,  Ox
19 Ф: x = 2cos/, >» = 3sin/, Ox
20 Ф: x = / - s in / ,  ,y = l-c o s / (0£ /< л -),О х

Примеры 13, 14 Глава 8.

ИДЗ 4.8.

Вычислить (с точностью до двух знаков после запятой) площадь 
поверхности, образованной вращением дуги кривой L вокруг указан­
ной оси:

1 L: у  = х?/3 , (-1/2 й х й 1/2), Ох
2 L: х = 10(/-sin /), .y = 10(l-cos/), (0S/<2;r), Ox
3 L: у  = x2/2 , отсеченная прямой у  = 3/2, Oy
4 L: 3y  = x2, (o < x < 2), Ox
5 L: >■ = Vx , отсеченная прямой у  = x , Ox
6 L: x = 2(/-sin /), .y = 2(l-cos/), (0< / < * ), Ox
7 L: x = cos/, j> = 3 + sin/, Ox
8 L: Зх = у *, (о < у  < 2), Oy
9 L: y  = x 3/ 3, ( - l £ x < l ) ,  Ox
10 L: x = cos/, у  = l + sin/, Ox
11 L: x2 = 4 + у , отсеченная прямой у  = 2, Oy
12 L: x = cos’ t ,  у  = sin51, Ox
13 L: у- = 2 x , отсеченная прямой 2x = 3, Ox
14 L: 3y  = x }, (0< x<  l), Ox
15 L: x = / sin/ , у  = 1 —cos/, (Os / <2/r), Ox
16 L: x = 3cos’ / ,  y = 3sin’/ ,  Ox
17 L: у  = x’ , между прямыми x = 2/3, x = -2 /3 , Ox
18 L: x = 2cos3 / , у  = 2sin5 / , Ox
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19 L: x = cos/ , v = 2 + sin / , Ox
20 L: x = 2cosr., > = 3 + 2sin/, Ox

Примеры 15-17 Глава 8.

ИДЗ 4.9

Вычислить работу, которую необходимо затратить на выкачивание 
воды из резервуара Р. Удельный вес воды принять равным 9Я\кН/м ' ,
/Т = 3.14. (Результат округлить до целого числа).

1 Р: правильная четырехугольная пирамида со стороной основания
2 м и высотой 5 м.

2 Р: правильная четырехугольная пирамида, обращенная вершиной 
вниз. Сторона основания пирамиды равна 2 м, высота -  6 м.

3 Р: котел, имеющий форму сферического сегмента, высота которо­
го 1,5 м и радиус 1 м.

4 Р: полуцилиндр, радиус основания которого 1 м, длина 5 м.
5 Р: усеченный конус, у которого радиус верхнего основания равен

1 м, нижнего -  2 м. высота — 3 м.
6 Р: цилиндрическая цистерна, радиус основания которой 1 м. дли­

на 5 м.
7 Р: правильная треугольная пирамида с основанием 2 м и высотой

5 м.
8 Р: правильная треугольная пирамида, обращенная вершиной вниз, 

сторона основания которой 4 м, высота 6 м.
9 Р: конус, обращенный вершиной вниз, радиус основания которого

3 м, высота 5 м.
10 Р: усеченный конус, у которого радиус верхнего основания равен

3 м, нижнего -  1 м, высота -  3 м.
I I P :  конус с радиусом основания 2 м и высотой 5 м.
12 Р: правильная четырехугольная усеченная пирамида, у которой 

сторона верхнего основания 8 м, нижнего - 4  м, высота -  2 м.
13 Р: параболоид вращения, радиус основания которого 3 м, глуби­

на 4 м.
14 Р: половина эллипсоида вращения, радиус основания которого 1 

м. глубина 2 м.
15 Р: усеченная четырехугольная пирамида, у которой сторона 

верхнего основания равна 3 м, нижнего -  4 м. высота — 1 м.
16 Р: правильная шестиугольная пирамида со стороной основания 1 

м и высотой 2 м.
17 Р: правильная шестиугольная пирамида с вершиной, обращенной 

вниз, сторона основания которой 2 м, высота 6 м.
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18 Р: цилиндр с радиусом основания 1 м и высотой 3. м.
19 Р: правильная усеченная шестиугольная пирамида, у которой 

сторона верхнего основания равна 1 м, нижнего -  2 м, высота -  2 м.
20 Р: правильная усеченная шестиугольная пирамида, у которой 

сторона верхнего основания равна 2 м, нижнего 1 м, высота -  2 м.
Примеры 18, 19 Глава 8.

ИДЗ 4.10

Найти координаты центра масс кривой L и фигуры Ф:
1 L: полуокружность ,г: +>•' = R ' , расположенная над осью Ох.
2 L: первая арка циклоиды .v = «(/-sin/), y = a(l-cos/), (0</£2/г).

3 L: дуга астроиды х ' + у ' *  =a/s , расположенная в третьем квад­
ранте.

4 L: дуга окружности радиусом R, стягивающая центральный 
угол а .

5 L: дуга цепной линии y  = ach(x-a), ( - а<,х<а).
6 L: дуга кардиониды р = а(\ + cos«o), (0 й <р < rt).

7 L: дуга логарифмической спирали р  = ае9 , ^  й <р < гг j .

8 L: одна арка циклоиды х  = 3(r-sin/), у  = 3(l-cost).

9 L: дуга астроиды .х = 2 c o s 'f ij , >’ = 2 s in '^ j ,  расположенная в пер­

вом квадранте.

10 L: дуга кривой х = е’ sin/, у  = е1 cost, ^0 < / < ^

11 Ф -  треугольник, стороны которого лежат на прямых х + у  = а, 
х = 0 и у  =  0 .

12 Ф ограничена эллипсом и осями координат
а; Ь'

(.V > О.у > 0).
13 Ф ограничена первой аркой циклоиды .г = a(t -sin/), у  = a(i-cost) 

и осью Ох.
14 Ф ограничена кривыми у  = х 1, у  = >[х .
15 Ф ограничена дугой синусоиды у  = sinх и отрезком оси Ох, 

(0<х </г).
16 Ф ограничена полуокружностью y  = ->jR1 —х и осью Ох.
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17 Ф ограничена дугой параболы у  = Ь ^ - ,  (а > О.Ь > 0), осью Ох и

прямой х = Л.
18 Ф ограничена замкнутой линией у 2 = а х '  - х * .

19 Ф ограничена дугой параболы у  = Ь ^ - , (в>0.А >0). осью Оу и 

прямой у = Ь.

20 Ф ограничена осями координат и дугой астроиды х + у  = а 
расположенной в первом квадранте.

Примеры 20, 21 Глава 8.

И ндивидуальны е дом аш ние задания 5 

ИДЗ S.1

Изменить порядок интегрирования:
I О -Л О

1 fdy “fjdx  + jt/i j  f ib  2 Jdy \fdx%  f  dy j f d x

J V V .  V 2 - *  I V-v -  V - - *

3 fdy  f  fdx  + y ty  j /d x  4 \ d ) ' \ f d x  + fd \: f fdx
(I u I 0 0 0 1 (I
- 1 0  0 0 -I 1 fl -Г'У

5 Jrfv |  fdx + Jrfv jfdx 6 jdy J fdx+ yh ' у fdx
-I i - : o  -i

-In» -I V --

7 J</v j/obr + J j t t x  8 J *  j f d y +  fdx j f d } ’
* -J} i -i -Ji о -i о
i i i t  I Jj - -"ji

9 jj.v J/aV + jirfr | /Л ' 10 |Л ’ f fd x  + jrfy j/d*
ii 1- j r  I In t  0 0 1

11 : + |«Л J/i/r 12 J°V f fd x  + fdy  f  fdx
(> fi 1 0 0 0 I In v

i и : о 1 о
1 3  fdy  ffdx + fdy ffdx  14 fdy  J.fdx + fd\' f fd x

-ys-r
o e

15 fdy f f d x + 'fdy ffdx  16 fdy  f fdx  + fdy  ffdx
12-y) I

R3



18 Р: цилиндр с радиусом основания 1 м и высотой 3. м.
19 Р: правильная усеченная шестиугольная пирамида, у которой 

сторона верхнего основания равна 1 м, нижнего -  2 м, высота -  2 м.
20 Р: правильная усеченная шестиугольная пирамида, у которой 

сторона верхнего основания равна 2 м, нижнего 1 м, высота -  2 м.
Примеры 18, 19 Глава 8.

ИДЗ 4.10

Найти координаты центра масс кривой L и фигуры Ф:
1 L: полуокружность х' + >■’ = R- , расположенная над осью Ох.
2 L: первая арка циклоиды х = u(t -sin /), у  = a(l -cos/), (0 < / <. 2л).
3 L: дуга астроиды х ^ '+ у '3 -  а7'1, расположенная в третьем квад­

ранте.
4 L: дуга окружности радиусом R, стягивающая центральный 

угол а .
5 L: дуга цепной ЛИНИИ y~ach(x-a), (~а£ х<а).
6 L: дуга кардиониды р -  a(l + cos#>), (0 <<р<л).

7 L: дуга логарифмической спирали p - a e f , f  ̂  <, <р й к  j .

8 L: одна арка циклоиды х = 3(/ — sin/), у  = 3(l -cos/).

9 L: дуга астроиды ,t = 2cos’f ^ j ,  >' = 2sin’^ J ,  расположенная в пер­

вом квадранте.

10 L: дуга кривой v = е' sin/, у  = е' cost, К) < / < .

11 Ф -  треугольник, стороны которого лежат на прямых х+ у = а, 
х  = 0 и у - 0.

12 Ф ограничена эллипсом ^  + ̂  = 1 и осями координат
о* Ъ~

(.г >0.у >0).
13 Ф ограничена первой аркой циклоиды .г = «(/-sin/), у  = a(l-cos/) 

и осью Ох.
14 Ф ограничена кривыми у  ~ х г, у  -  -Jx.
15 Ф ограничена дугой синусоиды y = sin.v и отрезком оси Ох, 

(0 < х < л).
16 Ф ограничена полуокружностью у  = >/л2 -х* и осью Ох.
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17 Ф ограничена дугой параболы y = bJ—, (а >0.b > 0), осью Ох и

прямой x = h.
18 Ф ограничена замкнутой линией у 2 = ах| -дг4.

19 Ф ограничена дугой параболы y = f>JP i  (а > O.h >0). осью Оу и 

прямой у  = Ь.

20 Ф ограничена осями координат и дугой астроиды д- +у = я ’ 
расположенной в первом квадранте.

Примеры 20, 21 Глава 8.

И ндивидуальны е дом аш ние задания 5

ИДЗ 5.1

Изменить порядок интегрирования:
• I U U 0

1 jdy j/dx + jdy jfdx
1 U у- V

2 J</v \fdx+  Jdy jfdx  
e -yT i

l у м2 2̂-\'
3 jdy \/dx+  J dy jfdx

1 &  2 
4 jdy jfdx+  jdy jfdx

() (i 1 0  
- 1 0  0 0 

5 Jdy | fd x  + j[rfv jfdx  
Щт г Ъ  -i л■щ v-- '

6 jd}’ jfdx  + jdy jfdx
-2 о -1 «*

I 0 г -In V
7 jdy jfdx + jdy jfdx  

i. i -i

-1 yfz-x' 0 *'
8 Jdc J/rfy + J A  J/a'y

-V5 и -i о
1 1  f 1 

9 jdx jfdy  + jdx jfdy
0 |-x' 1 In т

i V.v «
10 |ф ’ + jdy Jfdx

o o  i о
i v : V--v 

11 Iй!1' \ f d x + jd) jfdx
О 0 » 0

\ J} щ - i
12 {<*’ J/d* + j /А

0 0 1 ln.1
1 (1 C O  

13 Jdy j.fdx+ jdy jfdx 
i, -Jj !

1 u Jz *>
14 jrfv J /A  + Jrfv J/tfv 

a -V7 1
1 t 2 2-\

15 Jdy jfdx+ jd \' jfdx  
1 <! t ( i

-i o i  о
16 J«V j / A  + Jt/v jfdx  

-i -(:•»>) -i •
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• у * I I y m
17 jd y j fd x *  jdy Jfdx  i s  jdx j fd y  + jdx j fd y

U ** I tof . , 0 . 0 | о
•I И I) 0 | j* J *m£

19 jdy  j fd x  + jd v j fd x  20 jdx j fd y  + jdx  Jfdy
- Л - i p  о o i о

Пример 2 Глава 9.

ИДЗ 5.2
Вычислить:
1 JJ(l2x2y 2 + \6x'y ’)dxdy, D: x = l, у  * jr , y - ~ f x  .

П
2 JJ(9x:y 1 + 48x 'y ' \lxdy, D: x  * 1, у  a - x 1, у  = Vx .

3 jj(36x:y : -  96x V)t&t/y, D: x== 1, y  = - x \  y - \ f x .  
ii

4 JJ(l 8x:y 1 + 32xV’ \lxdy, D: x = 1, у  = x*, у = -V x .

5 JJ(27xJy J + 48x’y ’)dxdy, D: x = 1, y - x 1, y  = - \ [ x .
/4

6 jj^S x2y 1 +32x>y l )cLxdy ,D: x = l, у = -х г, у = V x.

7 JJ(l 8xsj/2 + 32xVJ$jf^ |. D: x = 1, у  = x*, y = -V x .

8 JJ(27x3y J +48хУ)яЬгс(у, D: x = l, y = -x J , y  = Vx.

9 jj(4xy + 3x2y 2 )rtta/y, D: x = 1, у  = xJ, у = -Vx .
.jt U|> -

10 JJ(l2xy + 9x:y 1 )с6гф, D: x = l, > = -.r2, y  = -Jx.

11 JJ(8xy + 9x1y 1\bcdy, D : x = 1, y = -x J, y  = \fx .  
ti

12 JJ(24xy + K8x2y 2 )dxdy, D : x =.1', у = x3, y = -V x.
Ш

13 ||(т2лу + 27x2y 2)t&c/y| D: x = I, y = x2, у = -Vx .

14 Д(влу +18x2y2 )lxdy, D: x = 1, у = —x2, y  = Vx.

15 f if-xv  + —x2 v2 \cLxdv, D: x = 1, y = xJ, y  = —J x .
Щщ П J ■. •

16 Jjfjjry+9x2y : jdrrfy, D: x = l, y = - x ' , y = Vx.'

17 JJ(24xy- 48x3y 3\ixdy, D: x = 1, у = x2, y - —J x .
11
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18 JJ(6aj + 24д- у  ' )dxdy, D: x = 1, у = - x 3, у = V x.

19 JJ(4xv + ! 6 x V \lxdy, D: x = 1, v = x", у = Vx .
/»

20 JJ(4xi' + 16i  v ' \txdy , D: x = 1, у  = x , у  = - \ fx  .
11

Пример 1 Глава 9.

ИДЗ 5.3

Вычислить:
1 jj jxd x tfy 'd ; , V: v = 10х, у = 0, х = 1, z = x y , 2 = 0.

I
2 Jjj(3x + 4 v)dxd) d : , V: у = x , у = 0, x = 1, z = 5(x3 + у  ), 2 = 0.

I
3 JJJ(l + 2x; )dxdydz , V: у  = Чх, у * 0 . л; = 1, г *  у[ху , 2  = 0.

Г
4 JJJ(27 + 54y ; )<&</> ifc,V : у = х , у = 0 . х = 1, г = >/ху, г = 0 .

I'
5 \ \ jy d x d \ d z . V': л = 15х . у = 0. х = 1. 2 = х у , 2 = 0.

Г

6 Щ(15х + ЗО2 )dx d yd z , V: 2 = х '+ 3у : . 2 = 0, > = х ,  у = 0, х = 1.
I

7 [fjll + 2х' )dxdyd: , V: у -  36х, .г = 0, х = 1, г = f i y  , г = 0.
I

8 Jjjs 1x2 dx dy d z , V : у = x , у  = 0 , х = 2 , z = х у , 2 = 0.
Г

9 M r  + 3y : )*M‘ f t ,  V: 2 = 10х, х + у = 1, х = 0, у = 0 , 2 = 0.
Г

10 JJJ(60y + 902) л , V: у = х , у■ = О, х = 1, г = х* + у ' , г = 0.
Г

11 JJJ(9 + 182)c&t/vtfc , V: у = 4х , у ’= 0, х = 1, г = Jxy’ , 2  = 0.
»

12 iH x’ dxih’i k ,  V: 2 = 10(х+ 3.1). т + .i =1, х = 0, у = 0, 2 = 0.
Г

13 JJJ(8y + \ 2z)dxdydz. V: у = х , у = 0, х = 1, г = Зх' + 2у 2, 2 = 0 .
I

14 |||бЗ(1 + 2y[J)dxd\ dz . V: у = дг, у = 0 , х = 1, г = yfx) ' , г = 0 .
Г

15 JjJ(x + 1 )<&• d vd z , V: г  = х , у = 0 , л = 1, г = ЗОх2 + бОу1, 2  = 0.
Г

16 W(l + 2х)Ж сЛ • V: v = 4х , .1=0. х = 1, z = ,Jxy , 2 = 0.
I
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17 j^xyzdxdydz, V: y - x ,  y  = 0, x - 2 ,  z - x y , r = 0.

18 dxdydz, V: r = 10(3x+.y), x+j/ = l, x = 0, у = 0, 2 = 0.

19 +4y'}dxdydz, V: 2 = 20(2x + j/), x + j/ = l, x = 0, у - 0, г = 0.

20 JJjx'r<&*(y*fc, V: _y = 3x, = 0, x = 2., s = xj/, 2 = 0.

Пример 8 Глава 9.

ИДЗ 5.4

Найти площадь фигуры, ограниченной данными линиями:
1 у = —, у  = 4е*, >‘ = 3 , j/ = 4 .

х
2 x = ̂ j j 6 - y : , .г = 6 - -у/Зб-у .
3 r : + у  =72, 6>* = —лг {у£0).
4 .V = 8 -  , у = -2jr-.

5 v = —, _у = , _у = 3, y=sS.
X < - ' f  щ

г  Vx 16 >• = — , = ас = 16.2 2х
7 x==S-jr2, x = -4j/.
8 х2 + j r  =12, - 4&у = х 1 CvSO).

9 у  = yl\2 — х2 , v = 2л/з-л/12-лг , х = 0 |[х^0).
10 >- = ̂ Vx, * = | х ,  х = 9.

11 у  = y j l4 - x ! , 2л/ву = х2', х = 0 (х>0).
12 >, = sinx, v = cosx, х = 0 (х>0).
13 .у = 20-хг, j/ = -8x.
14 _у = Vl8-x2 , у = Зл/2 - Vl8-x2.
15 j» = 32-x5, >=-4x.

216 y  = —, у  = 5e', .y = 2, >■ = 5.x
17 x~ 4* y~ =36, Зл/5jisx ! (j/3s0).
18 >■ = 3>/x, >■——, x = 4.x ' ,
19 jk = 6-V 36-x2 , у  = 436-x5 , x = 0 (xSO).
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•>5 , >20 v = -----х ' , v = x — .
4 • 2

Пластинка D задана ограничивающими ее кривыми, ц -  поверхно­
стная плотность. Найти массу пластинки.

1 D: д- = 1, у = 0, у3 = 4х (у >0), ц  = 7х2 + у .

2 D: х~ + v: = 1, х3 + 11' = 4 , х = 0, у  = 0 (х> 0 .v >0), ц  = —т— •
X' + у '

3 D: .V = 1. v = 0, v* = 4х (у 2 0), /у = —̂ — .2 +
7 j[  -f- 5  V

4 D: х2 + у 3 = 9 , x2 + у 2 = 16, x = 0, v = 0 ( i S 0 , | 2 0), ц  = —------•х~ + у

5 D: х = 2 , 1 = 0 , j’2 = 2х (у 2 0), ц ■■

Пример 4 Глава 9.

ИДЗ 5.5

5 + 2 у

6 D: х 2 + у3 = 1, х2 + у 2 = 16, х = 0, у = 0 (х > 0.у 2 0), // = -тх‘ + V

7 D: л = 2 , у = 0, г - f  (у>0), = -2 2 + 6у
2jj _

8 D: х: + у 3 = 4 , х3 + у 2 = 25, х = 0, у = 0 (х 2 0, у 2 0), /j = —t---- V -
х‘ + у

9 D: ж = 1, у = 0, у3 = 4х (у 2 0), ц  = х + 3у 3.

10 D: л-3 + v: =1, х3 + v3 = 9 , х = 0, у = 0 (x2 0 .yS 0), //=  Г-~--^т■х' + у
11 D: х = I , у  * 0, у 1 * х  (.у > 0), /j = Зх + 6у 3.

\ 2 у *“ х12 D: х3 + i : = 9 , х3 + у 3 = 25, х = 0, v = 0 (у 2 0.x <0), ц  = —$■---- -.
х ' +у*

13 D: х = 2 , у = 0, у 3 = — (у 2 0), fj = 2х + Зу3.

14 D: л3 + у 2 = 4 , х3 + у 3 = 16, х = 0, у «О (х < 0. у 2 0), ц  =

15 D: л = у = 0, у 3 =8х (у2 0), /у = 7х + Зу2.

16 D: х‘ + v3 = 9 , х3 + у3 = 16, х = 0, у = 0 (х < 0. у 2 0), ц  = —i-----г
х ' + у"

17 D: х = 1, .1=0, у : = 4х (.1 2 О), jj = 7х3 + 2у .

18 D: х3 + у : = 1, х1 + у 3 = 16, х = 0, у = 0 (х 2 0. у > 0), fj =

х- + v'

х + Зу
А3 + I'3
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19 D: x = 2 , у * 0, у 2 = 2.v (i >G). // = ——— .
4+>• 2

20 D: .т5 +.v: =1, дг1 + у 2 =4, х = 0, у = 0 (x>Q.>->0), ц  = ~  2у. ,
^  +>* 

Пример 6 Глава 9.

ИДЗ 5.6

Найти объем тела, заданного ограничивающими его поверхностями:
1 х' + у г = 2у, 2 = — -  х2, 2 = 0.

2 х1 + у г — у ,  х2 +У1 =4у ,  г = V*2 + у2 | г = 0.
3 х- +У1 = 8л/2х„ z = x2+.v; -64, 2=0 (z£0).
4 х2 + у 2 + 4х = 0, z = 8 -> v z = 0 .
5 х' + у2 = 6х, х: + у 1 = 9х, z = yjx: + у 2 , 2 = 0, у = 0 (у SO).
6 х2 + j r  = бШу, 2 = х2 + у 1 -36, г = 0 (ziO).

■» > 9 ■*7 х" + у" = 2V, z = —  х ', 2 = 0.'  Г» 4
8 х2 +_у: =2у, х2 + у 2 = 5v, г = ijx: + у 2 . :  = 0.
9 х2 +у* + 2-Jly = 0 , z  = х: + ^ 2 -4 , z = 0 (г > 0).
10 х2+У  =4х, г = 1 0 -У \  z = 0.

11 х2 +>>3 = 7х, х2 + ,у2 = 10х, г = ^х; +>,: , г = 0, >- = 0 (у £ 0 ).
12 х2 + V2 = 8■Jly, z = х2 +.уг -64, z = 0 (z SO).

13 х2 +уг - 2 у ,  г = — - х 2, s  = 0.

14 х г + у2 = 3 у ,х 1+у2 = 6v, z = <ijx2 + у 2 , z = 0.
15 х2 + у 2 =6л/2х, 2 = х2 +У2 -36, z = 0 (z>0).
16 х2 + у 1 =2ч/2у, г = х: ч->2̂ -4, z = О (г>0).
17 х2 + ^ 2 =4х, z = 12—>-2, 2 = 0.
18 x2 + j/2 =8х, .111*+>'2 = 11х, 2 = /̂ха + у '  , z = 0, _)' = 0 (>■ <0).
19 х2 + .у2 =4>/2х, z = х3,+;>,2 -16< г = 0 (гДО).
20 х’ -ку2 = 4>’, г = 4 - х \  2 =0 .

Пример 10 Глава 9.
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Тело V задано ограничивающими его поверхностями, ц -  плот­
ность. Найти массу тела:

1 64(х2 +З'3)= г 2, х г + у2 = 4 , > = 0, 2 = 0 (д >0 3 ‘2 б), ц  = ^  -  -— •

2 х 2 + V2 + 23 = 4 , х2 + у 2 =1 (х2 + у 3 S i) , х = 0 (т > о), ц  = 4|zj.
3 д-2+у? =1, х2+ у 2 = 2 г, х = 0, у  = 0, г - 0  (х 2 0 .у 2 0 ) , //= 1 0 х .

4 х: + г  = — г3, хг + у г = - 2 , х = 0 , у = 0 (у 2 0.;т>0) /у = 80 i t
49 7

5 х: + .v2 + Г  =1, х2 + V2 = 4 г \  х = 0 , > = 0  (т >0. у 2 0 г >0), // = 20. .

6 Зб(д3+ з ’)?=’> д + Г  =1, а =0, 2 = 0 (х>0 =2 0 ), ц -  т̂-

7 х2 + у2 + г2 = 16, х2 + у 2 = 4 (х2 + у 3 < 4), /у = 2|rj.
8 х2 + у2 = 4 , \ 2 + у 3 = 8z , х = 0, у = 0 , 2 * 0  (х 2 0 .2 2  0), // = 5х.

9 х2 +'vr = —  г1, х3 + у! = - 2 , х = 0 , > = 0 (х 2 0. v 2 0 ), fi = 28xz .
4 /  25 5

10 х2 + р  + s 2 = 4 , х2 + y 2 =  SJ, х = 0 , = 0 (х 2 O.J-2 О.г 2 0 ), р  = 6г .
11 25(х: + г ) = г : , х2+ у 3 = 4 , х = 0 , у  = 0 , 2 = 0 (х 20 , у 2  0.г > 0), 

* * 2(х: + у г).
12 х3 + у 3 + 23 = 9 . х2 + у 2 = 4  (х2+ у 2 £ 4 ) , >* = 0 ( у 2 0), Щ | | | .
13 х5+ у 3 =1, х5 + / = 6г , х = 0, у = 0 , 2 = 0 (х 2 О.г 2 0), ц  — 901 .

14 х* + у 3 = — , х2 + у 2 = - ,  х = 0, у'= 0 (х 2 О.у2 0), /у = 14гг.

15 х2 + г2 + 22 = 4 , х3+ У  = 9г2, х = 0 , у  = 0 (х 2 О.у 2 0.2 2 0), /y = Kte.
16 9(х2+ з г)= г : , х2 + у 2 = 4 ,  х = 0, у = О, 2 = 0 (х 2 0 .у 2  0 ,г 2 0 ), 

/i-S ix ’ + y 3),
17 х2 + у 3 + 22 = 4 , х2 +у* = 1, (х2 + у 2 S i) , // = 6-2).
18 д’ + у ’ =1; х3 +у*’ = 2 , х = 0 , у = 0 , г = 0 (х 2 0 .у 2 0 ) , // = 10.1 .

19 х3 * у 2 х2+ у г х = 0 , у = 0 ( х 2 0 .у 2 0 ) , // = 10хг.

20 х3 + з 2 + г2 = 4, д2+ у 2 = 4-?\ д = 0 , у  = 0 (x2  0 .y 2  0.2 2 0 ), // = Юг.
Пример 11 Глава 9.

ИДЗ 5.7



Вычислить центр тяжести однородного тела, заданного ограничи­
вающими его поверхностями:

1 :=‘y l9 -x: - у : , ^£ = *2 + / .

7 .  15 ГГ-—г 17 I2 +у- , 2=?'—

з , . ^ 7 . » ® .  |  ; Ц  | . | 1
4 г = уб4 -  х- - у ~ , z = 1, хг + / J = 60 (внутри цилиндра).

5 S; | J | - х : - У г* \ 2г = х1+ у \

6 г = З^х" + у  , г = 10— - у1.

« Д Д И  1
8 г = д/100 -  ж2 -  /  , г = 6, х* + =  s 1 (внутри цилиндра).
0 „ 21 Г •%. -а {.: 23 . -> ,
V 2 = yV* +у > 2 = — -*-—у-.
10 z = ^ б - х 1 -‘У1 , 6r = X2 4->2.

| я и И  д д  ^ f l
12 - = J s \ - x1- y - t z = 5, x2 + у г = 45 (внутри цилиндра).
13 г = л &  — х2 + у 2.

14 г = 6^хг + у  , z = 16—хг — у2. -

t f B g j B g i j g  p ' J ::
*6 Z = у64~х'~У~ » з = 4 j хг + у2 = 39 (внутри цилиндра).
17 - ,jf 44 — х- — ,v^,,18s = хг + у2.

18 = = |V -rJ+ > 2 .

1 ̂ . ^ 7 7 , . = ^ .

20 2 = д/49 -  X- -  у  , г = 3, х2 +у2 = 33 (внутри цилиндра).
Пример 12 Глава 9.

ИДЗ 5.8
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ИДЗ 5.9

Вычислить площадь области D, заданной неравенством с помощью 
криволинейного интеграла:

Вычислить площадь поверхности, заданной уравнением г2, распо­
ложенной внутри поверхности, заданной уравнением г,:

1 = 2-12(х : +у2), I f  = 24х + 2 .
2 г, = lo((x-i)2 + r)+ l, X,=21-20а.
3 г, = 8(х2 + г2)+Э, г--, = 16х + 3.
4 = 2 - 2о((х + l)2 +>’2), г, = -4 0 х -3 .
5 г, = 4-14(х2 +J-2), г2 = 4 - 28х .
6 г, = 2в((х + 1)2 +v2)+ 3 , r ,  = 56х + 59.
7 г, * 32(д-2 +уг )+ 3, г, = 3 -  64х.
8 г, = 4 -б ((л -1 )3 + у ) ,  г, = 1 2 х -8 .
9 г, =d-4(x2+ji2), Г, =8д+2.
10 г, = 22((х - 1)2 + г ) + 3 ,  г, = 47 -  44х.
11 г, =24(х2+ у )+ 1 , г, =48* + 1.
12 г, =2-18((x + l)2 +у2), г, = -Збх-3 4  .
13 г, = — 1 б(л" + г ) - 1 ,  г, = -32х - 1
14 г, ^SO^v+l)2 + j 2)+ l ,  : 2 = 60х + 61

I х2+ ^ £ 1

5 1<— + v 2 И
А

6 — +у2 <1. *20г\94

8 1 + — <4 
4 9

11 ~  + у2 S1

9 Г < £ 1 + 2 1 < 4
16 4

16 IjS— + ̂ -  S 3 
9 4

17 ^гО

20 IS*2 +^-<9 
16

14 — + / S 1  
16

4
12 I S — +уг S25 

4

1 5 ^ - + / si 

18 x2+ ^ - S l ,  y a o

19 — + — 
4 9

< 1
Пример 11 Глава 10.

ИЗД 5.10
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15 г, -2б(дг + f ) - 2 ,  г, - -5 2 х -2 .
16 г, = —2((.v — 1 )г +>5)-1 , г, = 4х -  5.
17 г, ■ ~2уег + /) -1 , г} - (4у  -1.
18 г, чЩ х-l)1 + г ) -2 ,  г, =50-52*.
19 г, = 30(х: + у')+1, г, = 60у +1.
20 г, = —1б((,г +1)’ +У)-1., г, «-32*-33.

Пример 5 Глава 9.

Индивидуальные домашние задания 6 

ИД36.1 Y

Найти обшее решение (общий интеграл) дифференциального урав­
нения:

I (ху + х*у)у'=1 + у г 2 - ^ - 3

3 у -х у '=  2(1 + х'-у') 4 у - х у '9 1 х 'у '
5 (x + 4>)dy-xytlx = b ' 6 У+у + у : = 0
7 у 1 \nxdx-{y-\)xdy = 0 8 (.v+ xyz\ly +ydx- y zdx = 0
9 y'+2y - У1 = 0 10 (jr + x)ydx + [ys + l)A-- = 0
II  [xy> 4гх\к+{хгу - -y-)dy = 0 12 ( l* y : U t-{}’ + y r ) j y  = 0
13 y'= 2xy + x 14 у-ху=з(1+хгу )
15 2xyy'= 1 -jr1 16 (x* - l]y‘-xy = 0
17 (у3х + У )ф  + хсЬг=0 18 (l + jf1 iv'ifr—(y! — = 0
19 xy'-y = y 1 20 yjy1 +1 dx = xydy

Пример 1 Глава 11.

ИДЗ 6.2

V '
-  1 y - x y ’=xsec— 2 (у1 ~3x')d)&2xyUx = 0

3 (x+2y)dx-xdy = 0 4 (x->)t& + (x + j')A' = 0
5 (y2 -  2xy)dx + x2dy = 0 6 y1 + x2y'-xyy'

7 xy'-y = x/gf^j 8 xy'= у -  хе Г ж

9 xy,-j' = (-r + J ' ) l n f I Q  xy'=ycosln—
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13 у = x(y '-c ' ' )  14  >•'=—-1
X

15 v 'i+ x  + ) = 0  16 ydx + (2-/xy -  хруШ 0
17 xdy-ydx  = ^/x2 + y 2<ir 18 (4x2 +3х»+ y : ]л- + (4у: + З.тт + х ' )rf> = 0

19 (x -  y)ydx -  х 2ф  = 0 20 x>- + y 2 = (2x: + xy)y'
Пример 3 Глава 11.

ИДЗ 6.3

Найти частное решение (частный интеграл) дифференциального 
уравнения.
I (х2 + l]y'+4xy = 3, у(0) = 0 2 y'+yigx = secх , у(0) = 0
3 (1 -  хХУ+.v) =е \  у{0) = 0 4  ху-2у = 2х‘ , у<0) = О
5 у'= 2х(х2 + у), у(0) = 0 6 у’- у  = е ' , у(0) = 1

7 jrv'+i + хе"1 = 0 , уП) = — 8 cos>tir = (х + 2cosy)sinydy, y(0> = —.
2e 4

9 x2j'+xy + 1 * 0 , y(l) = 0 10  yx’+x = 4y + 3y5, y(2) = 1

II y’ = — -—- , y(0) = 1 12 (2x + y)dy = ydx + 4 In ydy , v(0) = 1
3x -  у

13 ( l -2 x y ) /= y (y - l) ,  y(0) = 1 14 xO "-y)=e', y(l) = 0

15 у = x(y'-xcosx), > ( =  0 16 (xy'-l)lnx = 2 y , y(e) = 0

17 (2̂ * -  x)y'= 1, y(0) = 0 18 xy'+(x + l)y = Зх V , y(l) = 0

19 (x + : |  )ф- = ydx, y(0) = 1 20 (sin2 у + xcrgi }v'= 1, y(0) = ^

Пример 2 Г лава 11.

ИДЗ 6.4

Найти общее решение дифференциального уравнения:
I у'+у = x jy  2 ydx + 2хЛ’ = 2y jx  sec2 ydy
3 у'+2у = у 2е ’ 4 у'т у* cosx + yigx
5 xydy = (у2 + x)dx 6 ху'+2у + х 'у 'е* = О
7 у 'х ' sin у = ху'-2у 8 (2х2у'Inу  -  xJj-,= у

9 2 у’-  — = — 10 x y -2 x :V T -4y  
у х — 1

II ху:у** х2 + у’ 12 (х + lXv'+У* )= -У

11 ( j + 4 w } ix  = xity 12 xy'= yjx'- -V - + y
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13 у'X + у  = -х у : 
15ху'-2у[х*у •  у  

17 у'ш —С'!' +у 
у

19 х(х -  \)у'+у1 = ху

14 у'-ху = -у 1
16 y + jty e» ’/

18 ух’+х -  -ух'~

20 2х*уУ+Зхгу г +1 = 0
Пример 4 Глава 11.

ИД3 6 .5 ^

Проинтегрировать следующие уравнения:

1 — d y - ~ d x  = 0 х „т
3 (2х -  у  + +  { 2 у -х  ~\)dy = 0 4 xdx + ydy+ y ^ ±  = 0

г - 1
■ д а р

У у4
9 х(2х2 + j r  )+ у(хг + 2 у  У  = О
10 (Зх: + 6xyJ )jx + (бхгу  + 4у3 )dy = О

11

Х*+ДГ

6 = 0  
( l + X 1 ) 3 1 + *!

l - e y 1dx + e ‘ \ i - 4 fy = 0
Г  \k У)

x 1 1----—--- л. — л. — dx + у  .1  I '
J x 1 i y  X у {^х'ч-у1 У у - )

i/y = О

12 I 3x:/gy -  =̂ ~  W+I х- sec2 у  + 4У  + |с/у = ОЗу

i 3 f 2x + < i ^ V = f l ± r 1 ^|  x ’ + y j  ху1
.< fs in 2 x  й\Ш [ sin2x | .
14 I ------- + xj<fc+]y------ ~ у У  ~ О

15 (3х: -2 х - .у )* + (2 .у -х + 3 у !)в̂  = 0
16 xdx + ydy ( xdy-ydx Q 

у]х~ +у~ х
17 fax2 у  + У  )Лс + (х’ +З.ху3)dy = 0
18 д х 2 +у2 + а 2дк + х(г2 - у 2- а 1\ к  = 0

19 I siny+j>sinx +И xcosj  ̂— cosx + — \dy = О
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_ л  V +  Sill Л'COS' V.v .
20  I--------- 1------ — dy ■ -  sin >1 = 0

Пример 7 Г лава 11.

ИДЗ 6.6

Найти общее решение:
I у"+у’= 2х -1
3 y"-2y’-8v = !2sin2x - 36cos2x
5 у"-3у'+2у = (34 - \ 2х)в~л 
7 1 "+.v 1 2 cos V -  (4х + 4)sin х
9 j " - 3v’+2у = 3cosx + 19sinх
I I  у " + 5 у ’=  72  с ■’

13 ум-8у'+12.) I  Збх4 -9 6 х ’ + 24х3 + 1 6 х -2
14 _»-”+8y'+25.v 1 19eis
15 у"-9у'+20у = 126e :i 
17 у"+у = -4cosx -  2sinx
19 i"+6v'+13i = -75sin2x

2 y "-2y'+5y = 10e"' cos2x 
4 y " -12y,+36y = 14e(,x 
6 y ‘ |—6y'*f 1 Oy = 5 p  ~x 
8 y”+6y'+10y  « 74c3z 
10 y' '+6y'+9y = (48x + 8)e1 
12 y "-5j p'- 6y  = 3cosx + 19sinx

16 y"+36y = 36 + 66x -  36x ■
18 y"+2y '-24y = 6 cos3x —33sin3x 
20 y"+5y'= 39cos3x - 105sin3x

Примеры 21, 22 Г лава 11.

ИДЗ 6.7

2 у"+у '-6у  = (бх + l)e31 
4 у"-2у '=  6 +12х -  24х3 
6  у "-2у '=  (4х + 4)е2*
8 у"-4у '= 8 - 16х 
10 у1 '-8у'+20у = 16(sin 2х -  cos 2х) 
12 у"+2у '-3у |  (l2x: + 6х -  4)р'
14 у"+3у'= 10-6 х

I у”-8уЧ17у = Юс3*
3 у"-7у'+12у |  Зг4л
5 у"-6у’+34у = 18cos5x + 60sin5x 
7 y"+2y'+y = 4x ' -  24x3 + 22x -  4
9 y*'-2v+y = 4c
I I  ,v"-6j’+l3y = 34c'~3'  sin 2x
13 у"-*-4у'-*4у =
15 y"+10y'+25y = 40+ 52x -  240x2 -  200x3
16 y"+4y'+20y = 4cos4x-52sin  4x
17 y"-*-4y'+5y =• 5x: -3 2 x  + 5 18 y"+2y'+y = ( l2 x -  10)е- '
19 y"-4y = (- 24x -  10V: ' 20 y"+6y'+9y = 72eu

Примеры21. 22 Глава 11.
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ИДЗ 6.8 J /7

)V=2.y + >; 
]у'=3х + 4у

Решить систему дифференциальных уравнений двумя способами:
а) сведением к дифференциальному уравнению высшего порядка;
б) с помощью характеристического уравнения.

в х '=  х - у  
1у'=-4х + у 
х’—х —у  
,У ~  ~^х  + 4у 
х’= 2х + у  
у '= -6 х -3 у  

х‘= -2 х  
у’= у  

|х'= Зх + у  
у ’- х  + Зу 
х '=5х + 4 у  
у ’=4х + 5у 
х '= 3 х -2 у  
у '=2х + 8у

4 | У = ~-Л' “ 3>' 
[/=-■* 
jx' = бх-у 
[У=3х + 2у 
[|.V'==:^lVv 
I [у'= Зх + 4у 
j х‘ = 8.г -  Зу 
1у'=2,т + у 
]х '=  .г + 2у
1у ' =  3.v + 6у
[х’= х  + 4у
1у'= * +У '

7 \ 

10 

13 

16 

19 \

з  . * '.« -* +8у
У -х + у

6 х'— -2 х +у
У --Зх+ 2  у

9 ;
х'=у
у'= х

12 х'=4х + 2у
у'= 4х + 6 у

15 х'=2х + 3у
у'=5х + 4у

18 х’= х + 2у
у '=4х + 3у

Примеры 26-28 Глава 11.

ИДЗ 6.9

Решить дифференциальное уравнение методом вариации произ­
вольных постоянных:

St
I у"-у =

4 P Z &
е ' +1 
sin.v 

cos: .V

2 у"+4у.=

S у"+9у =
cos2.r

1

7 г"+2у'+2у = —;—  
cos.v

10 v"-2y'+2y =
sin.x

13 у"+4у = clg2x

16 у"+2у'+у = ~— х
19 у " + 4 у  =  — 1 _  

sin 2х

sin3x

8 у"-2у’+2у = —— 
sinx

11 у"-2у'+у = ~  
х~

14 У"+’У = ctgx

17 У ’+ у-----L .
cos.v

20 у"+4у -  tg lx

3 у"-4у’+5у =
COSX

6 у"-2у'= хе' + —-г 
.те

'9  у"+2у’+2у = e~'ctgx 

12 у"+у = igx

15 y"-2y4y = l l  
х

18 у'!+у = —!— sin.r
Примеры 25 Глава 11.
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ИДЗ 6.10

Решить следующие задачи:
1 Записать уравнения кривых, обладающих следующим свойст­

вом: площадь треугольника, образованного касательной к кривой, 
перпендикуляром, опущенным из точки касания на ось абсцисс, и 
осью абсцисс, есть величина постоянная, равная Ь1.

2 Записать уравнения кривых, обладающих следующим свойст­
вом: площадь трапеции, ограниченной осями координат, касательной 
кривой и перпендикуляром, опущенным из точки касания на ось абс­
цисс, есть величина постоянная, равная За2.

3 Записать уравнения кривых, обладающих следующим свойст­
вом: площадь треугольника, ограниченного касательной, осью абс­
цисс и отрезком от начала координат до точки касания, есть величина 
постоянная, равная а: .

4 Записать уравнения кривых, для которых сумма катетов тре­
угольника, образованного касательной, перпендикуляром, опущенным 
из точки касания на ось абсцисс, и осью абсцисс, есть величина по­
стоянная. равная а.

5 Записать уравнения кривых, обладающих следующим свойст­
вом: длина отрезка оси абсцисс, отсекаемого касательной и нормалью, 
проведенными из произвольной точки кривой, равна 21.

6 Записать уравнение кривой, для которой угловой коэффициент 
касательной в какой-либо ее точке в п раз больше углового коэффици­
ента прямой, соединяющей эту точку с началом координат.

7 Записать уравнение кривой, для которой треугольник, образо­
ванный осью Оу, касательной и радиусом-вектором точки касания, 
является равнобедренным.

8 Записать уравнение кривой, если касательная к ней отсекает на
оси Оу отрезок, равный по длине j / - й сумме координат точки каса­
ния.

9 Записать уравнение кривых, для которых длина отрезка, отсе­
каемого касательной на оси Оу, равна квадрату абсциссы точки каса­
ния.

10 Записать уравнение кривых, для которых длина отрезка, отсе­
каемого нормалью в точке М (х, у) на оси Оу равна х / .

11 Записать уравнение кривой, если известно, что точка пересече­
ния любой касательной к кривой с осью абцисс одинаково удалена от 
точки касания и от начала координат.
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12 Записать уравнение кривой, если известно, что расстояние от 
любой касательной до начала координат равно абциссе точки касания.

13 Записать уравнения кривых, обладающих следующим свойст­
вом: точка пересечения любой касательной с осью абцисс имеет аб- 
циссу, вдвое меньшую абциссы точки касания.

14 Записать уравнения кривых, для которых точка пересечения 
любой касательной с осью абцисс имеет абциссу, равную абциссы 
точки касания.

15 Записать уравнение кривой, проходящей через точку А (2.4) и 
обладающей следующим свойством: длина отрезка, отсекаемого на 
оси абцисс касательной, проведенной в любой точке кривой, равна 
кубу абциссы точки касания.

16 Записать уравнение кривой, проходящей через точку А (1.5) и 
обладающей следующим свойством: длина отрезка, отсекаемого на 
оси ординат любой касательной, равна утроенной абциссе точки каса­
ния.

17 Записать уравнение кривой, проходящей через точку А (2.-1), 
если известно, что угловой коэффициент касательной равен утроен­
ному квадрату ординаты точки касания.

18 Записать уравнение кривой, проходящей через точку А (0 .-2), 
если известно, что угловой коэффициент касательной равен удвоен­
ной ординате точки касания.

19 Записать уравнение кривой, обладающей следующим свойст­
вом: длина перпендикуляра, опущенного из начала координат на каса­
тельную, равна абциссе точки касания.

20 Записать уравнение кривой, обладающей следующим свойст­
вом: отрезок касательной к кривой, заключенной между осями коор­
динат, делится в точке касания пополам.

Примеры 29, 30, 31 Глава 11.
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Индивидуальные домашние задания 7

’ И Д З 7.1

Найти сумму ряда: 

1 1 ?9 л 2 + 1 2 л -5

1 ё Щ11—t ! 9 n -  + 2 1 л -8

7 У —  '
9л' + Зл -  2

14
Щ 49л -1 4 л -4 8

4
13 Х т ^Лм*4л" + 4л — 3

14

19 X -----У25л‘ + 5 л -  6

2 1
24

9 л - - 1 2 л - 5

5 X —Г1 л ..34л‘ + 8л + 3 
7

49л‘ — 7#i — 12
6

49л - 4 2 л - 4 0  
s

36л- - 2 4 л - 5
7_____

49л: + 35л- 6
28_____

16л‘ -8 н -1 5
6

4л1 - 9

14 X
л-1  

П  

20 1

3 1

6 1

9л* + 6и —8
14

^  49и ' — 28л — 45
1

9 Х -

12 У

ш п~ + л - 2
14

p f  49л3 - 8 4 л -13

15  
^  9л: + З л -  20

18 У
Г149л* -2 1 л -1 0  

Пример 1 Глава 12.

И ДЗ 7.2

Исследовать на сходимость ряд:
Л + 1

1 X — I I ®

4 У 1 ° ^ 1  
tT (2п>

5. arclg-
7 У -------5-

Щ »!
ю

п~п
13 У  7—--- Г

±Г(2я-1>

»9 Х
(л-Н)

2”'
5  у

Зл + 5 2"

8 У —
ГГЗ"л!

(л + 2)!

14 У Д -  
(зп>

17 у  М '

“ I
S" ул~ 

if (л+i)

3 у  +1)
t r  g g g

и г - л  + 5 . 2о > ------sm —
^  л! 3’

л! 1
“ Г (2 л) 5"

12 У ^ з -

у Ь 3  5(2л-1)
ГГ 3"(и+1>

18 У  »»!sin —7П

Пример 3 Глава 12.



ИДЗ 7.3

Исследовать на сходимость ряд:

1 у ± Г _ 2 _ Г  
tr3 * U + u 2 § Н ) " >

Uw + 5j 6

Tf | |f  ; 9 УлагсБт" — 
£Т 4л

10 Ш ) " *• Ш ?
12 y f^ L llV

л + 1 )

1)1 14 Ш 1 15 f f - 2 - l
£rU»+U

16 Ш И
ftUw+U

Я
17 5 ^ 18 У  и5 sin" —

£? 2я
19 У

Яа| (ill /7) ^1Ша Пример 4 Глава 12.

ИДЗ 7.4

Исследовать на сходимость ряд:

4 у ___—L____
^?(Зи-5)1п2(4и-7 )

7 у ____ I
I («л/2 + ljln2(W3 +1)

ю у ___ 1
£Г(л + 1)1п(2л)

, 3 £ в

16 2.Г

о(2и-3)1п(Зи + 1)
Щ1 -i

(2л + 3)1п’(л + 1)

n-5 (л -  2)y/ln(n ~ 3)

я!п(и-1)

20 S t;i. j (Зл-1)>/|п (л -2 )

3 ? н(2/i + 3)lnJ(2« + l) 
1*

л (2л + 1)1п3(лл/5 +2)

9 1 (2я-1)1п(2л)

12 У  1 ,
^(л + 2)1п(л + 1)

15 У 7---- 1...
^ ( и  + 3)>пд(2л)

18 У ---- 1
Г ? 2 л ^ 1 п (З л -1 )

Пример 5 Глава 12.
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ИДЗ 7.5

Исследовать на сходимость ряд:

1 I H ) 2п + \
п(п + 1) 2 Х (-1Г  -2и +1

4 У ( - 1)"
n(inlnn)lnw

В  ( - 'г

С ( ~ 0

Г  н1п(>7 + I) 

10 ]Г(-1)'’ cos

13 £ (-ir« -

■

6л

n4\2n  + 3 
sin и 

— «! 
cos n

u ySjn
ГГ и!

4 j  COS П
14 Z t t -И‘

16 1 - Н Г 17 1 - ( - 1)"

"* cos —-= УЗл + In n 
3 Vn

J9 y H T M
Г* 1п(и + 4)

*“ (и + 1

20 j r .fo fe t l )

ИД3 7.6

Вычислить сумму ряда с точностью а:

1 5 ~ (-1) *' —Ur, а  = 0.01

1з ln(n + l)

61  НГ“ j(n  + l)lnn 

( - l ) ’sin-

9 I -  г- ГГ >/Зи+1

12 у  IL.
-?л1п(2и)

15 1 ( -1 Г
J  [п + l)2J" 

is

Пример 9 Г лава 12.

2 У L ll—, о = 0.01*-! гЛ

3 У(-1) а = 0.001
Ь  (2пУ

5 У(-1Г 2,П- -ч , а  = 0.01 ГГ п'(п + 1)
7 ст = о.1

9 У ----- ~ - П-— -v, а  = 0.001

4 K-D"
л!(2и + 1)

о  = 0.001

* (2п- |):(2п + 1У

11 У ̂ — , а = 0.001 ГГ (2/11

6 У  Г , « = 0.0001
t r  (2/7 + 1 ) ’

8 а =  0 .1 
Я»1 3

10 У  At AL; , а  = 0.0001 
(2n+1)

1 2 l ( y ) " . «  = 0.01
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15 § Ь “-М
17 Sifefe’ “■°'оо0в|
19 а  я  0.001

13 а в 0.0001

16 Z^t t ’ аг=0-01з п \

14 1 , ( ^ ) " , а = , 0 Л

*8 1 (-1)" (2/7 + 1)
(2//>«!

, а = 0.0001

= 0,001

Пример 15 Глава 12.

ИДЗ 7.7

Доказать справедливость равенства. (Ответом служит число р, по­
лучаемое при применении признака Даламбера или признака Коши).

1 lim — = 0 "“••л" 2 lim 7—-г = 0~«{2л) 3 И т Й !  = 0М-Л п*

4 Й ^ г ц = ° 5 lim = 0 6 lim-^— = 0 
—  (и!)

7  Н ш ^  = 0 8 lim— = 0 9 М Щ Й5* я! I "**• пя
10 lim — — q 11 i:_ (“я -!)! л 12 lim ~ п  ̂ е = 0 --(2/.-1)™ (2 и  + 1> 11 п т  — - - - = иЩ п"

13 = 0 14 Ит 'П., = 0 15 lim у - . = 0»—» 2 й* (я!) -*» (2л) 1

16 limr— = 0 17 Пт-И + ~̂  = 0 18 lim г—-—-  = 0«-* и. «-.* и» —  (2/.-1)

*-** д"

О 
. 

II
Us Т

|ТоN

Пример 5 Глава 12.

. ИДЗ 7.8

Найти область сходимости функционального ряда:
2 уН Ч *-3)" з у

^  (n +1)5" £

5 У 6 £2 /»+:
■ I

4W
7 Ш Г

(г-1)-
«9"

__ | 3/1+8

О у (х +  5)2"'* 
Й 4 - ( 2 я - 1 )



i  ( х - 7 ) :и-

16 £ 3

19

11 у  (x ."2)”
S  (317 + 1)2" « £

e»2

14 f > - £ - ( x - 2 .)" 
и +1 * « §

n y f e l i L
nlf It* Ml

зн(х-зГ  
(5»-8 У 

1
и9*(х-1)ь 

"5 > + 5 Г
(я + 1)

(З н -2 У (х -3  У
(i» + l)J2"*' 20 1 (х-5Г

(и + 4)lft(« + 4)

ИДЗ 7.9

Пример 11 Глава 12.

Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х:

2 0 - х - х 2

4 2xcos: — - х

V4-5x
sk2x

10
/27-2 х  
сЛЗх-1

13 Ь^-х-К Ьг*]

16 1--- 1---j
12-х -х*

19 2xsm: - - x

8 ln(l + x -6 x :

П ---- i— _
8 + 2х — х'

14 (з + <? 'У

17 x V 4 -3 x

3 ln(l-x-6x; ]

6 7 '-у
12 + х - х -

9 (x-l)sin5x

12

IS

Vl6-3x
arcsinx

20 (x-l)»te

ИДЗ 7.10

Вычислить интеграл с точностью до 0,001: 
«л

1 Jt ^ d x

18 ln(l+.2x-8xJ)

Примеры 12-14 Глава 12.

0.1 I
2 Jsin(l00jf2)t4r 3 Jcosx2dx

«:? i 
- Г dx 
4

• 7 f a

1-e" -dx • f
Ini 1+^

oLt

ййг
*, V27+ xJ

9 jsin(25x2)tfr
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o f

10 Jco«(4x: )rt 
о

13 dr
О

0.4,6 w a r *
О 4

19

. Г *

4 V <fr
14 JTTT— T 

о V64 + x*
• J

17 jcos(25jr ) л

0,1 

20 J
ln ( l»  2x )

d r

o

12 I ------ dx
* x

• j

IS  \ 9 u dx

18 J
, V 8 l + . r *

П рим ер  18 Г лава 12
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