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МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ                      
КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ 

 
Контрольная работа № 1  
 
Контрольная работа № 1 выполняется после изучения глав 

«Неопределённый интеграл» и «Определённый интеграл». Кон-
трольная работа содержит 17 задач. 

Задачи 1—4 относятся к теме: «Подведение под знак диф-
ференциала». Для решения этих задач необходимо изучить п. 
1.2.1. 

Приведём ещё один из подобных примеров.  
5sin 4 5sin 41cos 4 (sin 4 )

4
x xe x dx e d x= =∫ ∫

5sin 4 5sin 41 1(5sin 4 )
4 5 20

x xe d x e C= = +
⋅ ∫ . 

 
Задачи для самостоятельного решения 

Найти интегралы: 

1) 3(1 sin ) cosx x dx+∫ ; 2) 
5(3 2ln )x
dx

x

+
∫ ; 3) 

1 ln x
dx

x

+
∫ ;  

4) 
22

x
dx

x+
∫ ;    5) 

cos

2 3sin

x dx

x+∫ ;   6) 
3(1 2ln )

dx

x x+∫ ;  

7) 
3

41

x
dx

x+∫ ;     8) 
2cos (2 tg )

dx

x x+∫ ;  9) 
(5 ln )

dx

x x+∫ ;  

10) 
29

xdx

x+∫ ;       11) 
216

xdx

x+∫ ;    12) 
2

cos

9 sin

x
dx

x+∫ ;  

13) 
2 2sin (4 ctg )

dx

x x+∫ ; 14) 
2(3 ln )

dx

x x+∫ ;    15) 
236

dx

x+∫ ;    

16) 
29

dx

x+∫ ;     17) 
49

xdx

x+∫ ;    18) 
416 9

xdx

x+∫ ;       

19) 
2 lnx xe dx+∫ ;     20) cos4 sin 4xe x dx∫ ;  21) 

2(ln 2) lnx xe dx
x

+∫ ;   

22) 
31

4
x dx

e
x

⋅∫ ;      23) 
cos ln x

dx
x∫ ;   24) 

1
cos x dx

x
∫ ;  
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25) 
7 6

1 1
cos dx

x x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ . 

 
Ответы: 1) 41

8
(1 2sin )x C+ + ;  2) 61

12
(3 2ln )x C+ + ; 

3) 
3

22
3

(1 ln )x C+ + ;   4) 22 x C+ + ;   5) 2
3

2 3sin x C+ + ;  

6) 1
4 2

1

(1 2 ln )
C

x
− +

+
;  7) 41

4
ln(1 )x C+ + ; 8) ln 2 tgx C+ + ;  

9) ln 5 ln x C+ + ; 10) 21
2

ln(9 )x C+ + ; 11) 21
2

ln(16 )x C+ + ;    

12) sin1
3 3

arctg x C+ ; 13) ctg1
2 2

arctg x C− + ; 14) ln1
3 3

arctg x C+ ;       

15) 1
6 6

arctg x C+ ;  16) 1
3 3

arctg x C+ ; 17) 
21 arctg

36
x C+ ;  

18) 
231

24 4
arctg x C+ ;  19) 

2
1
2

xe C+ ;   20) cos41
4

xe C− + ;  

21) 
2(ln 2)1

2
xe C+ + ;   22) 

311
3

xe C− + ; 23) sin ln x C− + ;  

24) 2sin x C− + ;   25) 
6

11 sin
6

C
x

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
Задача 5 относится к теме: «Интегрирование по частям». 

Для решения этой задачи необходимо изучить п. 1.2.2. 
Приведём пример. 
Вычислить ( 9)cos7x xdx+∫ .  

Полагаем 9, cos7 .U x dV xdx= + =  Тогда dU dx= , 
1
7

cos7 sin 7dV xdx x C= = +∫ ∫ , и в качестве V  можем взять 
1
7

sin 7V x= , поэтому  

( ) 1 1
7 7

9 cos 7 ( 9)sin 7 sin 7x xdx x x xdx+ = + − =∫ ∫  
1 1
7 49

( 9)sin 7 cos 7 .x x x C= + + +  

 
Задача 6 решается либо с помощью интегрирования по час-

тям, либо с помощью замены переменной. 
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Приведём ещё один пример. Вычислим вначале интеграл 

( )
5

1031

x
dx

x+
∫  интегрированием по частям. Положим 

( )
2

3
103

,
1

x dx
U x dV

x
= =

+
. Тогда 2 3 91

27
3 , (1 )dU x dx V x −= = − +  и по-

этому  

( )
5

3 3 9 3 9 21 1
10 27 273

(1 ) (1 ) 3
1

x
dx x x x x dx

x

− −= − + + + =
+

∫ ∫

3 3 9 3 81 1
27 216

(1 ) (1 )x x x C− −= − + − + + . 

Найдём теперь этот интеграл с помощью замены перемен-
ной 31z x= + . Тогда 2 33 , 1dz x dx x z= = − , и поэтому  

( )
5

9 10
10 103

11 1 1
3 3 31

x z
dx dz z dz z dz

zx

− −−= = − =
+

∫ ∫ ∫ ∫

( ) ( )9 88 9 3 31 1 1 11 1
24 27 27 24

z z C x x C
− −− −= − + + = + − + + .  

В контрольной работе нужно привести один из этих вариан-
тов по усмотрению студента. 

 
Задачи для самостоятельного решения 

Найти интегралы:  
1) sin5x xdx∫ ; 2) ln( 1)x dx+∫ ; 3) 2ln( 4)x dx+∫ ;  

4) arctg 2xdx∫ ; 5) 2tg 2x xdx∫ ; 6) 2( 1) lnx xdx+∫ ;  

7) arcctg5xdx∫ ; 8) 2xxe dx∫ ; 9) 
23 xx e dx∫ ;  

10) 2 cos3xe x dx∫ ; 11) 5 cos 2xe x dx∫ . 

 

Ответы: 1) 1 1cos5 sin 5
5 25

x x x x C− + + ;  

2) ln( 1) ln( 1)x x x x C+ − + + + ; 3) 2ln( 4) 2 2arctg
2
xx x x C+ − + + ;  
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4) 21
arctg 2 ln(1 4 )

4
x x x C− + + ; 5) 

21 1
tg2 ln cos2

22 4
xx x x C− + + ;  

6) 
3 3

( ) ln
3 3
x xx x x C+ − − + ; 7) 21

10
arcctg5 ln(1 25 )x x x C+ + + ;  

8) 2 21 1
2 4

x xxe e C− + ; 9) 
2 221 1

2 2
x xx e e C− + ;  

10) 
2 22 cos3 3 sin3

13

x xe x e x
C

+ + ; 11) 
5 55 cos2 2 cos2

29

x xe x e x
C

− + . 

 
Задача 7 относится к теме: «Интегрирование простейших 

иррациональностей». Для решения этой задачи необходимо изу-
чить первую часть п. 1.2.5. 

Приведём пример. 

Вычислить 
5

65

( 2)

3 2 ( 2)

x
dx

x x

+

+ + +
∫ . Наименьшее общее 

кратное чисел 2 и 5 равно 10. Поэтому делаем замену 102 .x t+ =   
Тогда 910dx t dt=  и  

2 9 65

5 12 765

( 2) 10
10

3 33 2 ( 2)

x t t dt t
dx dt

t t tx x

+
= = =

+ ++ + +
∫ ∫ ∫  

7
7 1010 10ln 3 ln 3 ( 2)

7 7
t C x C= + + = + + + .  

 
Задачи для самостоятельного решения 

Найти интегралы: 

1) 
5

2

x
dx

x

+
−∫ ;   2) 

2 5

3

x
dx

x

+
−∫ ;  3 

2

2

( 5)

25

x
dx

x

+
+∫ ;  4) 

2

2 9

x
dx

x +∫ ;  

5) 2sin 3x dx∫ ; 6) 3cos 4x dx∫ ; 7) sin7 cos3x xdx∫ ; 8) 2tg 3x dx∫ ;  

9) 4tg 7x dx∫ ;  10) 
2 4 5

dx

x x+ +∫ ; 11) 
2 4 29

dx

x x+ +∫ ;  

12) 
24 8 5

dx

x x+ +∫ ; 13) 
26 8

dx

x x− −
∫ ; 14) 

25 4 8

dx

x x− +
∫ ;  
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15) 
2

( 3)

4 8 5

x dx

x x

+
+ +∫ ; 16) 

2

(3 2)

5 4 8

x dx

x x

+

− +
∫ . 

 
Ответы: 1) 7 ln 2x x C+ − + ;    2) 2 11ln 3x x C+ − + ;  

3) 25ln( 25)x x C+ + + ;    4) 3arctg
3
xx C− + ;  

5) 1 1 sin 6
2 12

x x C− + ;     6) 31 1sin 4 sin 4
4 12

x x C− + ;  

7) 
1 1

cos4 cos10
8 20

x x C− − + ;  8) 1 tg3
3

x x C− + ;  

9) 31 1tg 7 tg7
21 7

x x x C− − + ;  10) arctg( 2)x C+ + ;  

11) 2arctg
5

x C+ + ;       12) 1 arctg(2 2)
2

x C+ + ;  

13) arcsin( 3)x C− + ;     14) 
2( 1)1 arcsin

2 3
x

C
− + ;  

15) 21
ln 4 8x 5)  arctg(2 2)

8
( x x C+ + + + + ;  

16) 2 2( 1)3 115 4 8 arcsin
4 6 3

x
x x C

−− − + + + . 

 
Задача 8 относится к теме: Интегрирование выражений, со-

держащих тригонометрические функции». Для решения этой за-
дачи необходимо изучить вторую часть п. 1.2.5. 

Приведём пример. 

Вычислить интеграл 
3

2

cos 5

2 sin 5

x
dx

x+∫ .  

Так как при смене знака у функции cos5x  подынтегральная 
функция меняет знак, то делаем  замену sin5x t= , получаем  

3 2 2

2 2 2

cos 5 1 (1 ) 1 3 ( 2)

5 52 sin 5 2 2

x t dt t
dx dt

x t t

− − += = =
+ + +∫ ∫ ∫

3 t 1 3 sin5 1
arctg arctg sin3

5 55 2 2 5 2 2

x
t C x C= + + = + + .  

 
Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить интегралы:  
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1) 
23

3

3 ( 3)

x
dx

x x

−

− − −
∫ ; 2) 

4

34

2 1

2 ( 2)

x
dx

x x

+ +

+ + +
∫ ;   

3) 
1 1

1 1

x
dx

x

− −
− +∫ ; 4) 

3

2

sin

1 cos

x
dx

x+∫ ; 5) 4 3cos sinx x dx∫ ;  

6) 
2 29

dx

x x−
∫ ;  7) 

2 21

dx

x x+
∫ ;  8) 

2

6

sin

cos

x
dx

x∫ . 

 

Ответы: 1) 
6

6
6

3 1
2 3 6 3 3ln

3 1

x
x x C

x

− −− + − + +
− +

;  

2) 2 2x C+ + ; 3) 2 2x C+ + ;  4) cos 2arctgcosx x C− + ;  

5) 
7 9sin sin

7 9

x x
C− + ; 6) 1 1ctg(arcsin ) tg(arccos )

9 3 9 3
x xC C− + = − + ; 

 7)
4

1

16sin(arctg( ))x
C− + ; 8) 

3 5tg tg

3 5

x x
C+ + . 

 
Задача 9 относится к теме: «Интегрирование рациональных 

дробей». Для решения этой задачи необходимо изучить п. 1.2.4. 
Приведём пример. 

Найти 
3 2

2 2

2 8 9 69

( 2 2)( 5)

x x x
dx

x x x

− − +
+ + −∫ .  

Корни знаменателя — 1,2 5x =  кратности 2 и пара комплекс-
носопряжённых корней 3,4 1x i= − ±  кратности 1. Поэтому подын-

тегральная функция может быть представлена в виде   
3 2

1 2
2 2 2 2

2 8 9 69

5( 2 2)( 5) ( 5) 2 2

x x x A A Mx N

xx x x x x x

− − + += + +
−+ + − − + +

. 

Приводя к общему знаменателю и подобные, получаем:  
3 23 2

1 1 2
2 2 2 2

1 2 1 2
2 2

( ) ( 3 10 )2 8 9 69

( 2 2)( 5) ( 2 2)( 5)

( 8 2 25 10 ) ( 10 2 25 )
.

( 2 2)( 5)

A M x A A M N xx x x

x x x x x x

A A M N x A A N

x x x

+ + − + − +− − + = +
+ + − + + −

− + + − + − + ++
+ + −
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x  в 
числителях правой и левой частей последнего соотношения, по-
лучаем:  

1

1 2

1 2

1 2

2,

3 10 8,

8 2 25 10 9,

10 2 25 69.

A M

A A M N

A A M N

A A N

+ =⎧
⎪ − + − + = −⎪
⎨− + + − = −⎪
⎪− + + =⎩

 

Решая эту систему, находим 1 21, 2, 1, 3A A M N= = = = . 
Таким образом,  

3 2

2 2 2 2

2

2 8 9 69 3
2

5( 2 2)( 5) ( 5) 2 2

2 1
ln 5 ln( 2 2) 2arctg( 1) .

5 2

x x x dx dx x
dx dx

xx x x x x x

x x x x C
x

− − + += + + =
−+ + − − + +

= − − + + + + + +
−

∫ ∫ ∫ ∫
  

 
Задачи для самостоятельной работы 

1. Вычислить интегралы: 

а) 
3 2

2 2

9 22 79

( 2 26)( 3)

x x x
dx

x x x

− − +
+ + −∫ ;   б) 

3 2

2 2

2 5 12 49

( 6 25)( 1)

x x x
dx

x x x

− + −
− + −∫ . 

2. Написать разложение рациональной дроби на элементар-
ные (не находя коэффициентов): 

а) 
2

2 3 2

3 4 8

( 1) ( 2) ( 3)

x x

x x x

+ −
+ − −

;   б) 
3 2

2 2 3

4 9

( 2 10) ( 1) ( 1)

x x

x x x x

− +
+ + + −

. 

 
Ответы:  

1. а) 2 1 x 1 1
ln( 2 26) arctg ln 3

5 5 3
x x x C

x

++ + + − − + +
−

; 

б) 2 7 3 2
ln( 6 25) arctg

4 4 1

x
x x C

x

−− + + + +
−

. 

2. а) 3 3 31 1 2 2 1 2
2 3 2 2 2 2 ( 2) 3( 1) ( 1) 1 ( 2)

M x N AM x N M x N A A

x xx x x x

++ +
+ + + + +

− −+ + + −
; 

б) 31 1 2 2 1 2 4
2 2 2 3 2 1 1( 2 10) 2 10 ( 1) ( 1)

AM x N M x N A A A

x xx x x x x x

+ ++ + + + +
+ −+ + + + + +

. 
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Задача 10 относится к теме: «Интегрирование по частям в 
определённом интеграле». Для решения этой задачи необходимо 
изучить п. 1.2.2, п. 2.3. 

Приведём пример.  

Вычислить интеграл 
3

1
5 1

0

xx e dx+∫ . Полагаем 3U x= , 

32 1xdV x e dx+= . Тогда 
32 113 ,

3
xdU x dx V e += =  и, после примене-

ния формулы интегрирования по частям, имеем: 
3 3 3

1 11
5 1 3 1 2 1

00 0

1
3

x x xx e dx x e x e dx+ + += − =∫ ∫  

3 31 1
3 1 1 2 2

0 0

1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3

x xx e e e e e e+ += − = − + = .  

 
Задачи для самостоятельной работы 

Вычислить интегралы: 

1) 
2

0

sin 6x xdx

π

∫ ; 2) 
0

ln( 1)
e

x dx+∫ ; 3) 
6

2

0

tg 2x xdx

π

∫ ; 4) 
3

1

arctg5xdx∫ ;  

5) 
5

2

0

xxe dx∫ . 

 

Ответы: 1) 
12

π
; 2) ( 1) ln( 1)e e e+ + − ; 3) 

23 1 1
ln

12 72 4 2

π π− + ;  

4) 3arctg15 arctg5 0,1(ln 226 ln 26)− − − ; 5) 
109 1

4

e +
. 

 
Задача 11 относится к теме: «Вычисление интегралов по 

формуле Ньютона—Лейбница». Первообразная вычисляется с 
помощью преобразования подынтегрального выражения. Поэто-
му необходимо изучить п. 1.2.3, п. 2.3. 

Приведём пример. 
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( )
6 6

8 8

1
cos3 cos5 cos 2 cos8

2
x xdx x x dx

π π

π π
= + =∫ ∫  

6

8

1 1
sin 2 sin8

4 16
x x

π

π

⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 8
sin sin sin sin

4 3 4 16 6

π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − π =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 3 2 1 3 5 3 4 2
0 .

4 2 2 16 2 32

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ −= − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

 
Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить интегралы: 

1) ∫ +
2

0

22 dxxx ; 2) ∫
+e

dx
x

x

1

3 ln1 ; 3) ∫
+

1

0
6

5

1
dx

x

x ; 4) ∫
+

1

0
12

5

4
dx

x

x ;    

5) ∫
π
2

0

3sin2 3cos xdxe x ; 6) ∫
2

1
2

1

x

dxxe ; 7) ∫

π

π

16

2

36

2

sin
x

dxx ; 8) ∫
+

4 3

2

0
4916 x

xdx . 

 
Ответы: 1) 

3
8

3
216 − ; 2) )122( 3

4
3 − ; 3) 2ln

6
1 ; 4) 

2
1

12
1 arctg ; 

5) )1( 2
6
1 −−e ;    6) ee +− ;    7) 23 − ;    8) 

12

π . 

 
Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить интегралы: 

1) 
4096

3 2
64

x
dx

x x−
∫ ; 2) 

10 4

34
2

1 1

1 ( 1)

x
dx

x x

− +

− + −
∫ ; 3) 

3

4
0 cos

dx

x

π

∫ ;   

4) 
2

4 3

0

cos sinx xdx

π

∫ . 

 

Ответы: 1) 
9

128 3ln
5

+ ; 2) 4;  3) 2 3 ;  4) 
2

35
. 
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Задача 12 относится к теме: «Выяснение сходимости несоб-
ственных интегралов первого рода с использованием определе-
ния». Для решения этой задачи необходимо изучить п. 2.5.1. 

Приведём примеры. 

а) Выяснить сходимость интеграла 
2

2 4 20

dx

x x

∞

− +∫ . 

Имеем 
2 2 2

2 2 2

lim lim
4 20 4 20 ( 2) 16

A A

A A

dx dx dx

x x x x x

∞

→∞ →∞
= = =

− + − + − +∫ ∫ ∫  

2

1 2 1 2
lim arctg lim arctg arctg0

4 4 4 4 8

A

A A

x A
→∞ →∞

− ⎛ − ⎞ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

. Следо-

вательно, интеграл сходится и его значение равно 
8

π
. 

б) Выяснить сходимость интеграла 
2

2

2

4 20

x
dx

x x

∞ −
− +∫ . По оп-

ределению получаем:  
2

2 2 2
2 2 2

2 2 1 ( 4 20)
lim lim

24 20 4 20 4 20

A A

A A

x x d x x
dx dx

x x x x x x

∞

→∞ →∞

− − − += = =
− + − + − +∫ ∫ ∫  

2 2

0

1 1lim ln( 4 20) lim ln( 4 20) ln8
2 2

A

A A
x x A A

→∞ →∞

⎛ ⎞= − + = − + − = ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Следовательно, интеграл расходится.  
 
Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить несобственные интегралы первого рода или до-
казать их расходимость: 

1) 
3lne

dx

x x

∞

∫ ; 2) 
3 lne

dx

x x

∞

∫ ; 3) 
2

0 2 10

dx

x x

∞

+ +∫ ; 4) 
2

0

( 1)

2 10

x dx

x x

∞ +
+ +∫ ;  

5) 
0 2

dx

x

∞

+∫ ; 6) 
3

0 ( 1)

dx

x

∞

+
∫ . 

 

Ответы: 1) 0,5; 2) расходится; 3) 
1 1

arctg
6 3 3

π − ;  

4) расходится; 5) расходится; 6) 2. 
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Задача 13 относится к теме: «Выяснение сходимости несоб-
ственных интегралов второго рода с использованием определе-
ния». Для решения этой задачи необходимо изучить п. 2.5.2. 

Приведём примеры. 

 а) Выяснить сходимость интеграла 
4

5
3

.
3

dx

x −∫   

Подынтегральная функция имеет особенность в точке 3x = . 
По определению имеем 

4
5

44 4

5 50 0
3 3 3

5 5
lim lim ( 3)

4 43 3

dx dx
x

x xδ→ δ→+δ +δ

⎛ ⎞= = − =⎜ ⎟− − ⎝ ⎠∫ ∫ . 

б) Выяснить сходимость интеграла 
3

53
1 (3 )

dx

x−
∫ .  

Подынтегральная функция имеет особенность в точке 3x = . 
По определению имеем: 

( ) ( )
( )

33 3 2
3

5 50 03 31 1 1

3
lim lim 3

23 3

dx dx
x

x x

−δ−δ
−

δ→ δ→

⎛ ⎞= = − − = ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠− −

∫ ∫ . 

Следовательно, интеграл расходится.  
 
Задачи для самостоятельного решения 

Используя определение, выяснить сходимость несобствен-
ных интегралов второго рода: 

1) 
4

1 ln

e dx

x x
∫ ;  2) 

1

5
0 ln

dx

x x
∫ ;  3) 

1

5
0,5 ln

dx

x x
∫ ; 4) 

3

3
0 3

dx

x−∫ ;  

5) 
5

4
2 2

dx

x −∫ ;   6)  
4

3
1 3

dx

x −∫ ; 7) 
2

3
1 (2 )

dx

x−
∫ ; 8) 

3

43
0 (3 )

dx

x−
∫ ;  

9) 
4

64
1 ( 3)

dx

x −
∫ . 

 

Ответы: 1) 
4

3
; 2) расходится; 3) 45 (ln 0,5) ; 4) 33

9
2

− ;  
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5) 44
27

3
; 6) 33

(1 4)
2

− ; 7) расходится; 8) расходится;  

9) расходится. 
 
Задача 14 относится к теме: «Выяснение сходимости несоб-

ственных интегралов первого рода с использованием теоремы 
сравнения». Для решения этой задачи необходимо изучить п. 
2.5.1. 

Приведём примеры. 

 а) Выяснить сходимость интеграла 
2

1

4 3
.

5 4 3

x
dx

x x

∞ +
+ +∫   

Находя порядок малости подынтегральной функции относи-

тельно функции 
1

x
, получаем 

2

4 3 1
lim :

5 4 3x

x

x x xα→∞

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
 

2
2

2

0,если 1,5;3
4

4 3 2
lim lim ,если 1,5;

4 3 55 4 3 5
,если 1,5.

x x

x x
x x x

x x x
x x

α
α

→∞ →∞

α <⎧
+ ⋅ ⎪+ ⎪= = = α =⎨

⎛ ⎞+ + ⎪+ +⎜ ⎟ ∞ α >⎪⎝ ⎠ ⎩

 

Таким образом, порядок малости подынтегральной функции 

относительно 
1

x
 равен 1,5 и, следовательно, интеграл сходится. 

б) Выяснить сходимость интеграла 
3

2
1

9 4
.

4 7

x
dx

x

∞ +
+∫   

Находя порядок малости подынтегральной функции относи-

тельно функции 
1

x
, получаем 

3

2

9 4 1
lim :

4 7x

x

x xα→∞

⎛ ⎞+⎜ ⎟ =
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

3
3 3

2
2

2

0,если 0,5;4
9

9 4 3
lim lim ,если 0,5;

7 44 7 4
,если 0,5.

x x

x x
x x x

x x
x

α
α

→∞ →∞

α <⎧
⋅ + ⎪+ ⎪= = = α =⎨

⎛ ⎞+ ⎪+⎜ ⎟ ∞ α >⎪⎝ ⎠ ⎩
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Таким образом, порядок малости подынтегральной функции 

относительно 
1

x
 равен 0,5 и, следовательно, интеграл расходится.  

 
Задачи для самостоятельного решения 

Используя признак сравнения, выяснить сходимость несоб-
ственных интегралов (в ответе указаны сходимость и порядок 

малости подынтегральной функции относительно 
1

x
): 

1) 
2

1

3

( 1) 2

x
dx

x x

∞ +
+ +∫ ;  2) 

2
1

1

4 1

x
dx

x x

∞ −
+ −∫ ; 3) 

3
1

2

5

x
dx

x

∞ +

+
∫ ;  

4) 
4

1

2

8

x
dx

x

∞ +

+
∫ ; 5) 

2 3
1

arctg

2 2

x x
dx

x x

∞

+ ⋅ +∫ ; 6) 
3 2

1

2

(7 8)( 1)

x
dx

x x

∞ +

+ +
∫ . 

 
Ответы: 1) сходится, 1,5α = ; 2) сходится, 1,5α = ;  
3) расходится, 1α = ; 4) сходится, 1,5α = ;  

5) сходится, 
4

3
α = ; 6) сходится, 

7

6
α = . 

 
Задача 15 относится к теме: «Выяснение сходимости несоб-

ственных интегралов второго рода с использованием теоремы 
сравнения». Для решения этой задачи необходимо изучить 
п. 2.5.2. 

Приведём примеры. 

 а) В интеграле 
4

5 2
2 16

dx

x x⋅ −
∫  подынтегральная функция 

имеет особенность в точках 0x =  и 4x = ± . Точки 0x =  и 4x = −  в 
промежуток интегрирования не входят. Поэтому, находя порядок 

роста этой функции относительно 1
4 x− , имеем  

5 55 24 4

(4 ) (4 )
lim lim

4 416x x

x x

x x xx x

α α

→ →

− −= =
⋅ − ⋅ +⋅ −
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1
5
1
55
1
5

, если ;
1 , если ;

2 8
если .0,

⎧ ∞ α <⎪⎪= α =⎨
⋅⎪ α >⎪⎩

 

Таким образом, порядок роста равен 1
5

 и интеграл сходится.  

б) Выясним сходимость интеграла 
1

2
0

sin2x
dx

x∫ .  

Подынтегральная функция имеет особенность в точке 0x = . 

Находя порядок роста этой функции относительно 1
x

, имеем: 

2 30 0

, если 1,5;
sin2 2 sin2

lim lim 2, если 1,5;
2 0, если 1,5.

x x

x x x x

x x x

α α

→ →

∞⎧ α <
⎪⋅ ⋅ ⋅= = α =⎨

⋅ ⎪ α >⎩

 

Таким образом, порядок роста равен 1,5 и интеграл расхо-
дится.  

 
Задачи для самостоятельного решения 

Используя теорему сравнения, выяснить сходимость несоб-
ственных интегралов (в ответе указаны: точка, в которой функ-
ция бесконечно большая; порядок роста подынтегральной функ-
ции относительно пробной функции; сходимость): 

1) 
2

2 3
1 4 1

dx

x x− ⋅ −
∫ ; 2) 

2 5 2

0

sin x
dx

x

π

∫ ; 3) 
3

0 sin

x x
dx

x

π ⋅ π −
∫ ;  

4) 
1 7

0

ln(1 )x
dx

x

+
∫ ; 5) 

42

5
0

1xe
dx

x

−
∫ ; 6) 

2

5 3
1 8

dx

x−
∫ ; 7) 

2

4 4
1 16

dx

x−
∫ ;  

8) 
2

7 5
1 32

dx

x−
∫ ; 9) 

3

4 2
2 2 9

dx

x x− ⋅ −
∫ ; 10) 

4

5 2
2 2 9

dx

x x+ ⋅ −
∫ . 

 

Ответы: 1) 
1

1,
3

x = α = , 
1

2,
2

x = α = , сходится;  
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2) 0,x =  
3

5
α = , сходится; 3) 

1
0,

2
x = α = , 

2
,

3
x = π α = , сходится;  

4) 0x = , 
5

14
α = , сходится; 5) 0,x =  1α = , расходится;  

6) 2x = , 
1

5
α = , сходится; 7) 2,x =  

1

3
α = , сходится;  

8) 2,x =  
1

7
α = , сходится; 9) 2,x =  

1

2
α = , 3,x =  

1

4
α = , сходится;  

10) 3,x =  
1

5
α = , сходится. 

 
Задача 16 относится к теме: «Геометрические приложения 

определённого интеграла». Для решения этой задачи необходимо 
изучить п. 2.6.  

Приведём пример. 
Найти площадь криволинейной трапеции, ограниченной ли-

ниями 0x = , 
2

x π= , 0y = , cosy x= . В данном случае  

2
2
0

0

cos sin 1 0 1S xdx x

π
π

= = = − =∫ .  

 
Задача 17 относится к теме: «Геометрические приложения 

определённого интеграла». Для решения этой задачи необходимо 
изучить п. 2.6. 

Приведём пример. 

 Найти длину дуги кривой 
2cos3 ,

2sin3 ,

x t

y t

=⎧
⎨ =⎩

 заключенной между 

точами 1 20 и  
2

t t
π= = .  

Так как кривая задана параметрически, то 
6sin3 , 6cos3t tx t y t′ ′= − = , и поэтому  

 
2 2

2 2 2
0

0 0

366 cos 3 sin 3 3
2 2

l t t dt dt t

π π
π π= + = = =∫ ∫ .  
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Задачи для самостоятельного решения 

1. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями xy e= , 
xy e−= , 1x = − . 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 3y x= , 

41

5
y x= . 

3. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

2

1

1
y

x
=

+
, 41

2
y x= . 

4. Трапеция ограничена кривыми , 0, 0, 1xy e y x x= = = = . 
Найти объём тела, полученного вращением этой трапеции:  

а) вокруг оси OX ; б) вокруг оси OY . 
5. Найти длину дуги кривой lny x= , заключенной между 

точками 1 28 и 24.x x= =   

6. Найти длину дуги кривой 
cos 2 ,

sin 2 ,

x t

y t

=⎧
⎨ =⎩

 заключенной между 

точками 1 20 и  t t= = π . 
7. Найти длину дуги кривой ϕ=ρ sina , заключенной между 

точками 01 =ϕ и π=ϕ2 . 
 

Ответы: 1. 
1

2 e
e

− + + ; 2. 
125

4
; 3. 0,2

2

π − ;  

4. а) 2( 1)
2

e
π − , б) 2π; 5. 

4
1 ln

3
+ ; 6. 2 π ; 7. aπ . 
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Контрольная работа № 2  
 
Контрольная работа № 2 выполняется после изучения глав 

«Кратные интегралы» и «Криволинейные и поверхностные инте-
гралы. Теория поля». Контрольная работа содержит 9 задач. 

Задача 1 относится к теме: «Вычисление кратных интегра-
лов». Для решения этой задачи необходимо изучить п. 3.2. 

Приведём пример. 
Пусть область D  — внутренность треугольника с вершина-

ми  (3,2)A , (7,5)B , (5,3)C . Вычислить интеграл (3 2 )
D

x y dxdy+∫∫ .  

Найдем уравнения прямых AB , BC , AC . Уравнение прямой 

AB  можно записать в виде 3 2

4 3

x y− −=  или, 

что то же самое, в форме 3 1

4 4
y x= − ; прямой 

AC  в форме 3 2

2 1

x y− −=  или 1 1
2 2

y x= + ; пря-

мой CB  в виде 5 3

2 2

x y− −=  или 2y x= − . Как 

для перехода к повторному интегралу с внешним интегрировани-
ем по x , так и для перехода к повторному интегралу с внешним 
интегрированием по y  (смотри формулы (3.1) и (3.2)), приходит-
ся разбивать область на две. Для повторного интеграла с внеш-
ним интегрированием по x  соответствующие области задаются 
неравенствами:  

1 : 3 5D x≤ ≤ , 
1 1 3 1

2 2 4 4
x y x+ ≤ ≤ − , 

2 :5 7D x≤ ≤ , 
3 1

2
4 4

x y x− ≤ ≤ − . 

Таким образом,   
3 31 1
4 4 4 45 7

3 0,5 0,5 5 2

(3 2 ) (3 2 ) (3 2 )
x x

D x x

x y dydxdy dx x y dydy dx x y dydy
− −

+ −

+ = + + +∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Для первого интеграла имеем 
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3 1
3 14

4

1
21

1 2

5 5
2

3 3

(3 2 ) (3 2 ) (3 )

x
x

x
xD

x y dxdy dx x y dy xy y dx

−
−

+
+

+ = + = + =∫∫ ∫ ∫ ∫  

2 25

3

3 1 3 1 1 1
3 3

4 4 2 2

x x x x
x x dx

⎛ ⎞− − + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫  

5 2 2 2 2

3

36 12 9 6 1 24 24 4 8 4

16

x x x x x x x x
dx

⎛ ⎞− + − + − − − − −= =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  

5
3

2
5 2

3

3

17 25 317 50 3 3
16 16

x
x xx x

dx

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟⎛ ⎞− −

⎜ ⎟= = =⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  

3 3
2 25 3

17 25 5 3 5 17 25 3 3 3 133 3
16 16 12

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Для второго интеграла имеем 

( ) ( ) ( )
3 1

3 14
4

2

7 7
2

2
5 2 5

3 2 3 2 3

x
x

x
D x

x y dxdy dx x y dy xy y dx

−
−

−−

+ = + = + =∫∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
27

2

5

3 1 3 1
3 3 2 2

4 4

x x
x x x x dx

⎛ ⎞− −⎛ ⎞= + − − − − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∫  

7 2 2 2

5

36 12 9 6 1 64 64 32

16

x x x x x x
dx

⎛ ⎞− + − + − + += =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  

7
3

2
7 2

5

5

19 23 3319 46 33 3
16 16

x
x xx x

dx

⎛ ⎞
− + +⎜ ⎟⎛ ⎞− + +

⎜ ⎟= = =⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  

3 3
2 27 5

19 23 7 33 7 19 23 5 33 5 11453 3 .
16 16 24

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + ⋅ + ⋅ − + ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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Складывая с предыдущим, окончательно получаем 
373

(3 2 )
8D

x y dydxdy+ = −∫∫ .  

 
Задача 2 относится к теме: «Вычисление кратных интегра-

лов». Для решения этой задачи необходимо изучить п. 3.2.  
Приведём пример. 
Изменить порядок интегрирования в интеграле 

3

1 0 2 0

0 1 2

( , ) ( , ) ( , )
D xx

f x y dxdy dx f x y dy dx f x y dx
−−

= +∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Исходная область представлена в виде объединения двух 
областей 3

1 : 0 1, 0D x x y≤ ≤ − ≤ ≤  и 2 :1 2, 2 0D x x y≤ ≤ − ≤ ≤ . 

Таким образом, эта область ограничена кривыми 3y x= − , 
2y x= −  и 0x = . Ее также можно задать неравенствами 

3: 1 0, 2D y y x y− ≤ ≤ − ≤ ≤ + . Поэтому  

3

20

1

( , ) ( , )
y

D y

f x y dxdy dy f x y dx
+

− −

=∫∫ ∫ ∫ .  

 
Задачи для самостоятельного решения 

1. В двойном интеграле ( , )
D

f x y dxdy∫∫ , для заданной облас-

ти D , перейти к повторным и расставить пределы интегрирова-
ния (приведены оба варианта ответа).  

1) Область D  задана неравенствами  а) 2 2, 2x y x y x≥ + ≤ ;  

б) 2 2, 2y x x y y≥ + ≤ ; в) 2 2, 2x y x y x≥ + ≤ ;   

г) 2 2, 2x y x y x≤ + ≤ ; д) 2,y x y x≥ ≤ − ; е) 20, 4y y x≥ ≤ − . 
2) Область D  есть внутренность треугольника с вершинами  
а) (1,0)A , (3,0)B , (3, 4)C − ; б) (1,0)A , (3,1)B , (5, 4)C − ;  
в) ( 1,1)A − , (2,3)B , (5, 2)C − ; г) ( 1,0)A − , (2,4)B ,  (5, 2)C − . 
3) Область D  есть внутренность четырёхугольника с вер-

шинами  (0,0)A , (2,2)B ,  (4,1)C ,  ( )3, 1D − . 
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2. В повторном интеграле поменять порядок интегрирова-
ния:  

а) ( ) ( )
22 ( 2)1 2

0 0 1 0

, ,
xx

dx f x y dy dx f x y dy
−

+∫ ∫ ∫ ∫ ;  

б) ( ) ( )
33 ( 2)1 2

0 0 1 0

, ,
xx

dx f x y dy dx f x y dy
− −

+∫ ∫ ∫ ∫ ;  

в) ( ) ( )
4 0 5 0

0 1 4 5

, ,
x

dx f x y dy dx f x y dy
− −

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

Ответы: 1. 1) а) ( ) ( )
2

2

1 2 2

0 1 2

, ,
x x x

x x x

dx f x y dy dx f x y dy
−

− − −

+ =∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
2 21 1 1 10 1

1 0

, ,
y y

y y

dy f x y dx dy f x y dx
+ − + −

− −

= +∫ ∫ ∫ ∫ ;  

б) ( )
20 1 1

1

,
x

x

dx f x y dy
+ −

− −

+∫ ∫  

( ) ( ) ( )
22

2

21 1 1 1 1

0 0 0 2

, , ,
y yyx

x y y y

dx f x y dy dy f x y dx dy f x y dx
−+ −

− − −

+ = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ;   

в)  ( ) ( ) ( )
22

2 2 2

1 11 2 2 0

0 1 12 2 1 1

, , ,
yx x x

x x x x y

dx f x y dy dx f x y dy dy f x y dx
+ −−

−− − − − − −

+ = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( )
21 11

0

,
y

y

dy f x y dx
+ −

+∫ ∫ ;  г) ( ) ( )
2

2

1 2 1

0 0 1 1

, ,
yx x

x y

dx f x y dy dy f x y dx
−

− −

=∫ ∫ ∫ ∫ ;  

д) ( ) ( )
2

2

0 1

1 0

, ,
yx

yx

dx f x y dy dy f x y dx
−−

−

=∫ ∫ ∫ ∫ ;  

е) ( ) ( )
2 42 4 4

2 0 0 4

, ,
yx

y

dx f x y dy dy f x y dx
−−

− − −

=∫ ∫ ∫ ∫ ; 
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2) а) ( )
( )

( )
3 0 0 3

1 4 1 4 1
4

, ,
yx

dx f x y dy dy f x y dx
− − − − +

=∫ ∫ ∫ ∫ ;   

б) ( ) ( )
1 5 17

3 52 2

1 1 3 1

, ,

x x

x x

dx f x y dy dx f x y dy

− − +

− + − +

+ =∫ ∫ ∫ ∫   

( ) ( )
2 17 2 17

0 15 5

4 1 0 2 1

, , ;

y y

y y

dy f x y dx dy f x y dx

− + − +

− − + +

= +∫ ∫ ∫ ∫  

в) 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫∫∫

−

−

−

+−−

+−

+

+

+−
+=+

5
193

5
53

3

1

5
193

12

1

2

3
195

2
1

5

2

3
52

2
1

2

1

,,,,

y

y

y

y

x

x

x

x
dyyxfdxdyyxfdydyyxfdxdyyxfdx ;  

г) 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫∫∫

−

−

−

−−−

+−

−
+

+

−
+−

+=+
2

8

4
43

4

0

2
8

13

0

2

82

3
1

5

2

3
44

3
1

2

1

,,,,

y

y

y

y

x

x

x

x
dxyxfdydxyxfdydyyxfdxdyyxfdx . 

3) ( ) ( ) ( )
6 6

2 3 42 2

0 2 3 2 7
3 3

, , ,

x x
x

x x x

dx f x y dy dx f x y dy dx f x y dx

− + − +

−− −

+ + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫   

 ( ) ( ) ( )
7 7

6 20 1 22 2

1 3 0 1

, , ,

y y
y

y y y

dy f x y dx dy f x y dx dy f x y dx

+ +
−

− −

= + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

2. а) ( )
21

0

,
y

y

dy f x y dx
−

∫ ∫ ; б) ( )
3

3

21

0

,
y

y

dy f x y dx
−

∫ ∫ ;  

в) ( )
50

1 0

,
y

dy f x y dx
+

−
∫ ∫ . 

 
Задача 3 относится к темам: «Замена переменных в кратных 

интегралах», «Геометрические приложения кратных интегралов». 
Для решения этой задачи необходимо изучить п. 3.3 и п. 3.4. 

Приведём пример. 
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Вычислить площадь области, заданной неравенствами  
2 2 2( ) , 0, 2 2x r y r y x r y− + ≤ ≥ − + ≥ , 

перейдя предварительно к полярным координатам. 
Проще всего эту задачу решать, если перенести начало ко-

ординат в центр окружности, то есть перейти к новым перемен-
ным по формулам 1 1,x x r y y= − = . В новых переменных область 

будет задаваться неравенствами 2 2 2
1 1 1( ) ( ) , 0x y r y+ ≤ ≥ , 

1 12x y− ≥ . Находя точки пересечения прямой 1 12y x= −  с окруж-

ностью 2 2 2
1 1( ) ( )x y r+ = , получаем 1

5
rx = ± , 1

5

r
y = ∓ . На гра-

нице области лежит точка 2,
5 5

r r⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Поэтому в полярных коор-

динатах область будет задаваться неравенствами 0 r≤ ρ ≤ , 
arctg( 2) arctg2π + − = π − ≤ ϕ ≤ π . Следовательно,  

2

0 arctg2

arctg2

2

r

D

r
S dxdy d d

π

π−
= = ρ ρ ϕ =∫∫ ∫ ∫ .  

 
Задача 4 относится к темам: «Вычисление кратных интегра-

лов», «Геометрические приложения кратных интегралов». Для 
решения этой задачи необходимо изучить п. 3.2 и п. 3.4. 

Приведём пример. 
Найти объем области, ограниченной поверхностями 0,x =  

0,y =  2 20, 2, 2z x y z x y= + = = + + . Данная область является ци-
линдром, проекция которого на плоскость XOY  есть треугольник 
с границей 0,x =  0,y =  2x y+ = , одновременно являющейся на-
правляющей цилиндра. Сверху и снизу цилиндр ограничен по-
верхностями 2 20, 2z z x y= = + + . Поэтому 

2 2 22 2 2 2
2 2

0 0 0 0 0

( ) ( 2)
x yx x

G

V G dxdydz dx dy dz dx x y dy
+ +− −

= = = + + =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

22 23 3
2 2

0 00

(2 )
( 2 ) ( (2 ) (2 ))

3 3

x
y x

x y y dx x x x dx

−
−= + + = − + + − =∫ ∫  
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( ) ( )
2 2

2 3 2 3 4

0
0

1 1 20
20 18 12 4 20 9 4

3 3 3
x x x dx x x x x= − + − = − + − =∫ .  

 
Задачи для самостоятельной работы 

В тройном интеграле ( , , )
D

f x y z dxdydz∫∫∫  перейти к повтор-

ным и расставить пределы интегрирования, если область D  зада-
на неравенствами  (приведён один из вариантов ответов): 

1) 2 20, 0, 0, 1, 1x y z x y z x y≥ ≥ ≥ + ≤ ≤ + + ;           

2) 2 20, 0, 0, 2,x y z x y x y z≥ ≥ ≥ + ≤ + ≥ ;       

3) 2 20, 4z x y z≥ + ≤ − ;  
4) 0, 0, 0, 1, 2 0x y z x y x y z≥ ≥ ≥ + ≤ + + − ≤ . 

Ответы: 1) 

2 2 11 1

0 0 0

( , , )
x yx

dx dy f x y z dz
+ +−

∫ ∫ ∫ ;    

2) 

2 22 2

0 0 0

( , , )
x yx

dx dy f x y z dz
+−

∫ ∫ ∫ ;   

3) 

2 22

2

42 4

2 04

( , , )
x yx

x

dx dy f x y z dz
− −−

− − −
∫ ∫ ∫ ;  

4) 
21 1

0 0 0

( , , )
x yx

dx dy f x y z dz
− −−

∫ ∫ ∫ . 

 
Задача 5 относится к темам: «Вычисление кратных интегра-

лов», «Замена переменных в кратных интегралах». Для решения 
этой задачи необходимо изучить п. 3.2 и п. 3.3. 

Приведём пример. 
 Вычислить интеграл 

D

ydxdydz∫∫∫ , если область 

D  задана неравенствами 2 2 , 3z x y z≥ + ≤ . 
Область интегрирования есть внутренность 

прямого кругового конуса 2 2 2z x y= + , лежащая в 
полупространстве 0z ≥  и ограниченная плоскостью 



 27

3z = . В данном случае удобно перейти к цилиндрической систе-
ме координат. Из уравнения 2 2z x y= +  при 3z =  получаем  

2 2 9x y+ = . Поэтому проекцией данной части конуса на плос-
кость XOY  будет круг радиуса 3 с центром в начале координат. 
Следовательно, 0 3≤ ρ ≤ , 0 2≤ ϕ < π . Уравнение данной нам части 

конуса 2 2z x y= +  в цилиндрической системе координат будет 
иметь вид z = ρ . Поэтому 3zρ ≤ ≤ . Подынтегральная функция в 
цилиндрической системе координат примет вид siny = ρ ϕ . Таким 
образом, получаем:  

2 3 3 2 3 3
2

0 0 0 0

sin sin
D

ydxdydz d d dz d d dz
π π

ρ ρ
= ϕ ρ ρ ϕρ = ϕ ρ ρ ϕ =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

( ) ( )
2 3 2 3

32 2

0 0 0 0

sin sin 3d z d d d
π π

ρ= ϕ ρ ϕ⋅ ρ = ϕ ϕ⋅ρ − ρ ρ =∫ ∫ ∫ ∫  

3 22 23 4

00 00

3 27 27
sin sin cos 0

3 4 12 12
d d

ππ π⎛ ⎞ρ ρ= ϕ⋅ − ϕ = ϕ ϕ = − ϕ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ .  

 
Задачи для самостоятельно работы 

В двойном интеграле ( , )
D

f x y dxdy∫∫  перейти к полярным ко-

ординатам и расставить пределы интегрирования, если область D  
задана неравенствами:    

1) 2 21 4, , 3x y y x y x≤ + ≤ ≥ ≤ ;     2) , 3 , 3y x y x y≥ ≤ ≤ ; 

3) , 3 , 3y x y x x y≥ ≤ + ≤ ; 4) 2 4, 4, 2x y x y− ≥ ≤ ≥ − ;  

5) 2 2 4x y y+ ≤ ;  6) 2 22 4y x y y≤ + ≤ ; 7) 2 2, 2x y x y x≥ + ≤ ;  

8) 2 2, 2y x x y y≥ + ≤ . 

В тройном интеграле ( , , )
D

f x y z dxdydz∫∫∫  перейти к сфериче-

ским или цилиндрическим координатам и расставить пределы 
интегрирования, если область D  задана неравенствами: 

9) 2 2 20, 0, 0, 4 9x y z x y z≥ ≥ ≥ ≤ + + ≤ ;  

10) 2 20, 0, 0, 4x y z z x y≥ ≥ ≥ ≤ − − ; 
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11) 2 2 2 24, 8 , 6x y x y z z+ ≤ + ≤ ≤ ;  

12) 2 2 2 24, 8 , 0x y x y z z+ ≤ + ≥ ≥ . 
 
Ответы:  

1) 

4

arctg 32

1

( cos , sin )d f d
π

ρ ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ∫ ∫ ;  

2) 

3
sin3

0
4

( cos , sin )d f d
ϕ

π

π
ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ ρ∫ ∫ ;  

3)

3
cos sin3

0
4

( cos , sin )d f d
ϕ+ ϕ

π

π
ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ ρ∫ ∫ ;  

4)

∫∫∫∫
ϕ

ϕ−ϕ

ϕ
−

ϕ−ϕ

ρρϕρϕρϕ+ρρϕρϕρϕ
−

−

π−

cos
4

sin2cos
4

sin
2

sin2cos
4

)sin,cos()sin,cos(
0

)5,0(arctg

)5,0(arctg

2

dfddfd ;  

5) 
4sin

0 0

( cos , sin )d f d
ϕπ

ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ ρ∫ ∫ ;  

6) 
4sin

0 2sin

( cos , sin )d f d
ϕπ

ϕ

ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ ρ∫ ∫ ;  

7) 
2 cos4

0
4

( cos , sin )d f d

π
ϕ

π−

ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ ρ∫ ∫ ;  

8) 

3
2sin4

0
4

( cos , sin )d f d

π
ϕ

π
ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ ρ∫ ∫ ; 

9) сферические координаты,  

 
2 23

2

2 0 0

( cos sin , sin sin , cos ) sind d f d

π π

ρ ϕ ρ ϕ θ ρ ϕ θ ρ θ ρ θ θ∫ ∫ ∫ ; 
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10) цилиндрические координаты,  

 

2
2 42

0 0 0

( cos , sin , )d d f z dz

π −ρ

ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ∫ ∫ ∫ ; 

11) цилиндрические координаты,  

 
2

8

2 2 6

0 0

( cos , sin , )d d f z dz
ρ

π
ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ∫ ∫ ∫ ; 

12) цилиндрические координаты,  

 

2

82 2

0 0 0

( cos , sin , )d d f z dz

ρ
π

ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ∫ ∫ ∫ . 

 
Задача 6 относится к теме: «Криволинейные и поверхност-

ные интегралы второго рода». Для решения этой задачи необхо-
димо изучить п. 4.4. 

Приведём пример. 
Вычислить работу силы ( , ) ( 2 )f x y x y xy= + +i j  по переме-

щению точки вдоль кривой 2cos , sinx t y t= = , 0 t≤ ≤ π  в сторону 
увеличения параметра.  

Работа по перемещению точки под действием силы ( , )f x y  

равна криволинейному интегралу второго рода  ( 2 ) .x y dx xydy
γ

+ +∫  

Так как 2cos sin , cosdx t tdt dy tdt= − = , то этот интеграл равен 

( 2 )x y dx xydy
γ

+ + =∫

2 2

0

((cos 2sin )( 2cos sin ) cos sin cos )t t t t t t t dt
π

= + − + =∫  

4 3 4

0

2cos 4sin cos
0

4 3 4

t t t
π

⎛ ⎞
= − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

 
Задача 7 относится к теме: «Теория поля». Для решения 

этой задачи необходимо изучить п. 4.5. 
Приведём пример. 
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 Доказать, что поле ( )2 2 2 2( , , ) 2 , 2 , 2
T

f x y z xy z x yz x y z= + =   
2 2 2 22 2 ( 2 ) ( , , )Txy z x yz x y z P Q R= + + + =i j k  потенциально, и вос-

становить его потенциал.  

Найдем 
R Q P R Q P

rot f
y z z x x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
i j k . Так 

как 22
R

x y
y

∂ =
∂

, 22
Q

x y
z

∂ =
∂

, 22
P

xy
z

∂ =
∂

, 

22
R

xy
x

∂ =
∂

, 4
Q

xyz
x

∂ =
∂

, 4
P

xyz
y

∂ =
∂

, то 0rot f =  

и поле потенциально во всем пространстве. 
Следовательно, криволинейный интеграл  

0

A

A

P dx Q dy Rdz+ +∫  по любому пути, 

соединяющему две точки, не зависит от пути интегрирования. В 
качестве начальной точки интегрирования 0A  выберем начало 
координат (0,0,0) . Конечную точку возьмем произвольную с ко-
ординатами ( , , )x y z . Наиболее простыми путями интегрирования 
являются возможные ломаные, состоящие из отрезков прямых, 
параллельных координатным осям. Поэтому для пути, изобра-
женного на рисунке (с учетом того, что 0 0 0( , , ) (0,0,0)x y z = ), 

0 0 0 0

( , , ) ( , ) ( ,0,0) ( , ,0) ( , , )
yA x z

A

U x y z f dl P x dx Q x y dy R x y z dz= = + + =∫ ∫ ∫ ∫  

2 2 2 2 2 2

0 0 0

(2 0 0) (2 0) ( 2 )
yx z

x dx x z dy x y z dz x y z z= ⋅ ⋅ + ⋅ + + = +∫ ∫ ∫ . 

Таким образом, 2 2 2( , , )U x y z x y z z= + . Любой другой потен-

циал исходного поля равен 2 2 2x y z z C+ + .  
 
Задачи для самостоятельного решения 

1. Вычислить 2ydx x dy
γ

+∫ : а) вдоль кривой 3y x=  от точки 

(0,0)A  до точки (2,8)B ; б)  вдоль кривой cos , sinx t y t= = , 
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0 2t≤ ≤ π  в направлении увеличения параметра; в) вдоль прямой, 
соединяющей точки (2,1), (3, 1)A B −  от точки A к точке B . 

2. Найти работу по перемещению материальной точки под 
действием силы 2( , , ) ( ) 2f x y z x y xy z= + + +i j k : а) вдоль кривой 

32cos , 3sin ,x t y t z t= = = , 0 t≤ ≤ π  в направлении увеличения па-
раметра; б) вдоль прямой, соединяющей точки (1,2, 1), (2,4,2)A B−  
от точки A к точке B . 

3. Вычислить поток вектора ( , , ) ( , , )Tf x y z x y y z zy= + +  че-
рез часть поверхности 2 3 4 12x y z− + = , заключённую между ко-
ординатными плоскостями  в направлении нормали (2, 3,4)− . 

4. Вычислить поток вектора ( , , ) ( , , )Tf x y z x y y z= +  через 
нижнюю половину сферы радиуса R  в направлении внутренней 
нормали. 

 

Ответы: 1. а) 23,2; б) −π; в) 38
3

− ; 2. а) 
9

3 24
3

π − π + ;  

б) 101
6

; 3. 84; 4. 32 R− π . 

 
Задача 8 относится к теме: «Криволинейные и поверхност-

ные интегралы второго рода». Для решения этой задачи необхо-
димо изучить п. 4.4. 

Приведём пример. 
Вычислить поток вектора ( , , ) (2 ,4 ,2 )Tf x y z yz xyz xy=  через 

часть плоскости 2 2 6x y z− + = , ограниченную координатными 

плоскостями в сторону нормали ( )2, 1,2
T− .  

Поток вектора через поверхность равен поверхностному ин-
тегралу второго рода 2 4 2

S

I yzdydz xyzdxdz xydxdy= + +∫∫ . По-

верхность однозначно проектируется на все три координатные 
плоскости. Вычислим этот интеграл с помощью проектирования 
на плоскость XOY. Так как явное уравнение поверхности 

6 2

2

x y
z

− += , то 
1

1,
2x yz z′ ′= − = . Поэтому (см. [1], [2]) 
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6 2 6 2 1
2 1 4 2

2 2 2D

x y x y
I y xy xy dxdy

⎛ − + − + ⎞⎛ ⎞= ⋅ + − + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∫∫  

( )2 2 26 6 2
D

y xy x y y xy dxdy= − + + −∫∫ , 

где D — проекция поверхности S  на плоскость XOY . Расставляя 
в последнем интеграле пределы интегрирования и вычисляя  по-
лученный повторный интеграл, имеем: 

( )
3 0

2 2 2

0 2 6

189
6 6 2

5x

I dx y xy x y y xy dy
−

= − + + − = −∫ ∫ .  

 
Задача 9 относится к темам: «Криволинейные и поверхно-

стные интегралы второго рода», «Теория поля». Для решения 
этой задачи необходимо изучить п. 4.4, 4.5. 

Приведём пример. 
Найти поток векторного поля ( , , )f x y z =  

2 2 2 2( , , )Txz x y y z xz x y y z= + + =i j k  через внешнюю сторону по-

верхности, ограниченной конусом 2 2z x y= +  и плоскостью 
3z = . По теореме Гаусса—Остроградского поток векторного по-

ля через поверхность равен  
2 2( , )

G G

f dS xzdydz x ydxdz y zdxdy
∂ ∂

= + + =∫∫ ∫∫  

2 2( , , ) ( )
G G

div f x y z dx dy dz x y z dx dy dz= ⋅ = + + ⋅∫∫∫ ∫∫∫ . 

Переходя к цилиндрическим координатам, окончательно 
получаем  

2 3 3
2 2 2 2

0 0

(( cos sin ) )d d z dz
π

ρ
ϕ ρ ρ ρ ϕ + ρ ϕ + =∫ ∫ ∫  

3
2 3 3 2 3 2

2 2

0 0 0 0

( )
2

z
d d z dz d z d

π π

ρ ρ

⎛ ⎞
= ϕ ρ ρ ρ + = ϕ ρ + ρ ρ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

3
2 3 23 2 4 5

4

0 0 0 0

9 5 9 5

2 2 4 8 5
d d d

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ ρ ρ ρ ρ= ϕ + − ρ ρ = + − ϕ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  
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2

0

9 9 5 81 243 891

4 8 5 20
d

π ⋅ ⋅ π⎛ ⎞= + − ϕ =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ .  

 
Задачи для самостоятельного решения 

1. Вычислить ( )x y dl
γ

+∫ : а) вдоль кривой 2, 0 2y x x= ≤ ≤ ; 

б) вдоль прямой, соединяющей точки (2,1,3), (3,4,7)A B . 

2. Вычислить ( )x y dl
γ

+∫  вдоль прямой, соединяющей точки 

(1,2,1), (4,4,3)A B . 

3. Вычислить 2x ydl
γ
∫  вдоль кривой 2cos , 2sinx t y t= = , 

2tπ ≤ ≤ π . 
4. Вычислить поверхностный интеграл (6 2 ) ,

S

z x y dS− +∫∫  

если поверхность S  есть часть плоскости 2 3 6 12x y z− + = , ле-
жащая в части пространства 0, 0, 0x y z≥ ≤ ≥ . 

 

Ответы: 1. а) 17 17 1

6

−
; б) 

73 26

18
; 2. 

11 17

2
; 3. 

32

3
− ;  

4. 352− . 
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КОНТРОЛЬНЫЕ РАБОТЫ 
 
Предлагаемые ниже контрольные работы могут быть ис-

пользованы для студентов заочной формы обучения.  
 
Выбор варианта контрольных работ 
 
Выбор варианта контрольных работ осуществляется по об-

щим правилам с использованием следующей формулы:   
V = (N*K) div 100, 
где   V — искомый номер варианта, 
   N — общее количество вариантов, 
   div — целочисленное деление, 
при V= 0 выбирается максимальный вариант, 
   K — значение 2-х последних цифр пароля. 
 
Контрольная работа № 1 
 
Вариант 1.1 
 
Найти неопределённые интегралы 

1. 7 2 4x x dx+∫ ;  2. 
6

2

ctg

cos

x
dx

x∫ ;   3. 
2

sin 2

1 sin

x
dx

x+∫ ; 

4. 
2

41

x

x

e
dx

e

−

−+∫ ;   5. ( 1)cos7x x dx+∫ ; 6. 
7

42

x
dx

x+∫ ; 

7. 
32 2

dx

x x+ + +∫ ; 8. 
2 2sin 5 cos 5

dx

x x∫ ; 

9. 
3 2

2 2

8 27 40 28

( 4)( 2)

x x x
dx

x x

+ + +
+ +∫ . 

 
Вычислить определённые интегралы 

10. 

1
3

0

arctg3xdx∫ ;  11. 
0

cos3 sin 4x xdx
π

∫ . 

Вычислить несобственные интегралы или установить их 
расходимость 
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12. 
1 ( 1) ln( 1)e

dx

x x

∞

− + +∫ ;     13. 
2

2
1 4

xdx

x−
∫ . 

 
Выяснить сходимость несобственных интегралов 

14.  
3

1

cos

2 3

x x
dx

x

∞

+∫ ;   15. 
1

3
0 sin

xdx

x x∫ . 

 
16. Найти площадь области, ограниченной кривыми 

2 2, 2 1y x y x= − = + . 
 
17. Найти длину дуги кривой 

2cos , 2sin , , 0
2

x t y t z t t
π= = = ≤ ≤ .   

 
Вариант 1.2 
 
Найти неопределённые интегралы 

1. 7 2 8x x dx+∫ ; 2. 
4

2

ctg

sin

x
dx

x∫ ;  3. 
sin 2

9 cos2

x
dx

x+∫ ; 

4. 
2

44 9

x

x

e
dx

e+∫ ; 5. 3ln( 8)x dx+∫ ;   6. 
9

3 53

x
dx

x+
∫ ; 

7. 
42 3 2 3

dx

x x+ + +∫ ; 8. 
cos2

1 cos 2

x dx

x+∫ ;  

9. 
3 2

2 2

3 36 137

( 16)( 3)

x x x
dx

x x

− + − −
+ +∫ . 

 
Вычислить определённые интегралы 

10. 
2

0

cos 4x xdx

π

∫ ;   11. 
2

0

cos5 sinx xdx

π

∫ . 

 
Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость 



 36

12. 
4

2 ln

dx

x x

∞

∫ ; 13. 
2

3
1 2

dx

x−∫ . 

 
Выяснить сходимость несобственных интегралов 

14. 
3

1

sin

2

x
dx

x

∞

+
∫ ;   15. 

4 2

3 3
1

1

64

x
dx

x

+

−
∫ . 

 
16. Найти площадь области, ограниченной кривыми 

22 3, 3y x y x= + = + . 
 

17. Найти длину дуги кривой 3 , 2 4y x x= ≤ ≤ . 
 
Вариант 1.3 
 
Найти неопределённые интегралы 

1. 2sinx x dx∫ ;  2. 
3

cos

3 sin

x
dx

x+∫ ;  3. 
cos4x

3 sin4x
dx

+∫ ; 

4. 
6

1216 2

x

x

e
dx

e+∫ ;  5. 
arcsin3

3 1

x
dx

x +∫ ;   6. 
11

64

x
dx

x+
∫ ; 

7. 
3

3 3

x
dx

x

+
+ +∫ ;  8. 

2 4sin 3 cos 3

dx

x x∫ ; 9. 
2

2 2

4 7

( 1)( 1)

x x
dx

x x

− +
+ −∫ . 

 
Вычислить определённые интегралы 

10.  
4

0

sin 6x xdx

π

∫ ;   11. 
0

cos 4 sin 6x xdx
π

∫ . 

 
Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость 

12. 
4

5
0 2

x dx

x

∞

+∫ ;    13. 
1

34
0 (1 )

dx

x−
∫ . 
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Выяснить сходимость несобственных интегралов 

14. 
2

2 2
1

3 1

(2 ) 1

x
dx

x x

∞ +

+ +
∫ ;   15. 

1

5
0

ln(1 )

sin3

x
dx

x x

+
∫ . 

 
16. Найти площадь области, ограниченной линиями 

3( 2) , 2( 2).y x y x= − = −  
 
17. Найти длину дуги кривой 

2 sin 2 , 1 cos 2 , 0x t t y t t= − = − ≤ ≤ π  
 
Вариант 1.4 
 
Найти неопределённые интегралы 

1. 2cosx x dx∫ ;  2. 
4

sin

2 cos

x
dx

x+∫ ;  3. tg3xdx∫ ; 

4. 3 2 23 x xe e dx+∫ ; 5. (2 1) sin 4x x dx+∫ ;  6. 411 63x x dx⋅ +∫ ; 

7. 
2 5

dx

x x −∫ ; 8. 
3cos 4 sin 4

dx

x x∫ ; 9. 
3 2

2 2

4 19 19 16

( 2 2)( 3)

x x x
dx

x x x

− + +
− + −∫ . 

 
Вычислить определённые интегралы 

10. 
3

2

0

ln( 3)
e

x dx
−

+∫ ;   11. 
0

cos7 cos 2x xdx
π

∫ . 

 
Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость 

12. 
2

0 6 34

dx

x x

∞

+ +∫ ;   13. 
3

1 ln3

e
dx

x x∫ . 

 
Выяснить сходимость несобственных интегралов 

14. 
3 2

6
1

6 9

5 4

x x
dx

x x

∞ + +
+∫ ;  15. 

1

2
0

cos

sin 2

x
dx

x x∫ . 
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16. Найти площадь области, ограниченной линиями 
2 2, , 3x xy e y e x−= = = . 

 
17. Найти длину дуги кривой ln , 3 4y x x= ≤ ≤ . 
 
Вариант 1.5 
 
Найти неопределённые интегралы 

1. 
2

64 9

x
dx

x+∫ ;     2. 
3(2 ln )x

dx
x

+
∫ ;  3. ctg5x dx∫ ; 

4. 3 35 2 x xe e dx−∫ ;  5. 2tg 9x x dx∫ ;     6. 
15

82

x
dx

x+
∫ ; 

7. 
3 1 1

3 1 1

x
dx

x

+ −
+ +∫  8. 

sin 6 cos6

dx

x x+∫ ;  

9. 
3 2

2 2

3 3 16

( 4 8)( 2)

x x
dx

x x x

− +
− + +∫ . 

 
Вычислить определённые интегралы 

10. 2

1

ln
e

x xdx∫ ;   11. 
0

sin3 sin 2x xdx
π

∫ . 

 
Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость 

12. 
2

0

2

4 5

x
dx

x x

∞ +
+ +∫ ;  13. 

2
1

0

3
1

xe
dx

x−
∫ . 

 
Выяснить сходимость несобственных интегралов 

14. 
2

2 3
1

arctg

2 1

x x
dx

x x

∞

+ +
∫ ;   15. 

1 sin

25
0 sin

xe
dx

x x∫ . 

 
16. Найти площадь области, ограниченной линиями 

21 2 , 1 0y x x x y= + − + − = . 
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17. Найти длину дуги кривой 
, 0 ln3eϕρ = ≤ ϕ ≤ . 

 
Вариант 1.6 
 

Найти неопределённые интегралы 

1. 
3

89 16

x
dx

x+∫ ; 2. 
3 5 ln x

dx
x

+
∫ ;  3. 

2 tg4

2cos 4

xe
dx

x

+

∫ ; 

4. 6 3 6(2 )x xe e dx+∫ ;   5. ln(5 )x x dx+∫ ;   6. 57 43x x dx+∫ ; 

7. 
35

3 75

( 4)

( 4) ( 4)

x
dx

x x

+

+ − +
∫ ;     8. 

3 3cos 2 sin 2

dx

x x∫ ;  

9. 
3 2

2 2

4 13 10 36

( 2 2)( 4)

x x x
dx

x x x

+ + +
− + +∫ . 

 

Вычислить определённые интегралы 

10. 2

1

ln
e

xdx∫ ;   11. 
0

cos3 sin 4x xdx
−π
∫ . 

 

Вычислить несобственные интегралы или установить их 
расходимость 

12. 
4

10
0 8

x
dx

x

∞

+∫ ;  13. 
3

0 ln 4

e dx

x x∫ . 

 
Выяснить сходимость несобственных интегралов 

14. 
2

1

2 sin

(6 1) 1

x
dx

x x

∞ +

+ +
∫ ;  15. 

2

2
0

sin

( 4)

x
dx

x x +∫ . 

 
16. Найти площадь области, ограниченной линиями 

, , 1xy e y e x−= = = . 
 
17. Найти длину дуги кривой 

3 34cos 2 , 4sin 2 , 0
2

x t y t t
π= = ≤ ≤ . 
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Вариант 1.7 
 
Найти неопределённые интегралы 

1. 
2

34 9

x
dx

x+∫ ;  2. 7 3sin cosxe x dx+∫ ;  3. sin 2 4 3cos 2x x dx+∫ ;          

4. 
7

72 3

x

x

e
dx

e+∫ ;      5. ln(3 )x dx+∫ ;      6. 
3

25

x
dx

x+
∫ ; 

7. 
4

4 3

3 1

( 3 4)

x
dx

x x

+

+
∫ ;   8. 

21 sin 3

dx

x+∫ ;    

9. 
3 2

2 2

7 6 7

( 2 2)( 1)

x x x
dx

x x x

− + + −
− + +∫ . 

 
Вычислить определённые интегралы 

10. 
1

2

0

arctgx x dx∫ ;   11. 
0

cos cos7x xdx
−π
∫ . 

 
Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость 

12. 
2

0 2 10

dx

x x

∞

+ +∫ ;  13. 
0

4ln 4e xdx

x∫ . 

 
Выяснить сходимость несобственных интегралов 

14. 
3 2

1

1

2

x
dx

x x x

∞ +
+∫ ;   15. 

1 2

5
0

ln(1 4 )x
dx

x

+
∫ . 

 
16. Найти площадь области, ограниченной линиями 

2 8 16 0, 0x y y+ − = = . 
 
17. Найти длину дуги кривой 

ln cos 5, 0
3

y x x
π= + ≤ ≤ . 
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Вариант 1.8 
 
Найти неопределённые интегралы 

1. 
3

49 16

x
dx

x+∫ ; 2. 5 2cos sinxe x dx+∫ ; 3. 6 7 sin 4 cos 4x x dx−∫ ; 

4. 
4

43 5

x

x

e
dx

e+∫ ; 5. arctg4x x dx∫ ;    6. 
5

3 4(2 )

x
dx

x+∫ ; 

7. 
3

5

1 5

x
dx

x

−
+ −∫ ; 8. 

3sin 5

dx

x∫ ; 9. 
2

2 2

4 23

( 2 2)( 3)

x x
dx

x x x

+ −
+ + +∫ . 

 
Вычислить определённые интегралы 

10. 
1

0

arcsin

1

x
dx

x−∫ ;   11. 
2

cos 2 sin 3x xdx
π

π
∫ . 

 
Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость 

12. 
2

0

4

8 25

x
dx

x x

∞ +
+ +∫ ;   13. 

1 2

4 3
0 1

x dx

x−
∫ . 

 
Выяснить сходимость несобственных интегралов 

14. 
3 2

1 ln

dx

x x

∞

∫ ; 15. 
3

2
0

4

sin 2

x
dx

x x

+
∫ . 

 
16. Найти площадь области, ограниченной линиями 

41
,

4
y x y x= = . 

 
17. Найти длину дуги кривой, заданной в полярной системе 

координат уравнением    1 cos ,
3 6

π πρ = − ϕ − ≤ ϕ ≤ − . 
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Вариант 1.9 
 
Найти неопределённые интегралы 

1. 
sin x

dx
x

∫ ;  2. 
2cos (5 3tg )

dx

x x+∫ ; 3. 3 cos 2 sin 2xe x dx+∫ ; 

4. 
7

149 4

x

x

e
dx

e+∫ ; 5. arcsin5x dx∫        6. 319 104x x dx+∫ ; 

7. 
4

4 45 3

1x
dx

x x

+

+
∫ ; 8. 

21 cos 3

dx

x+∫ ; 9. 
2

2 2

6 4 41

( 4 8)( 1)

x x
dx

x x x

− + +
+ + −∫ . 

 
Вычислить определённые интегралы 

10. 
2

2

4

ctg 3x xdx

π

π
∫ ;    11. 

3

6

sin 2 sin 9x xdx

π

π
∫ . 

 
Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость 

12. 
2

3
0 9

x dx

x

∞

+∫ ;   13. 
1 4

3 5
0 1

x dx

x−
∫ . 

 
Выяснить сходимость несобственных интегралов 

14. 
3

2 2 2
3

5 3

( 1) 4

x
dx

x x

∞ +

+ +
∫ ;  15. 

5
0

cos x
dx

x

π

∫ . 

 
16. Найти площадь области, ограниченной линиями 

2
2

2

1
, 1

21

x
y y x

x

−= = −
+

. 

 
17. Найти длину дуги кривой, заданной в полярной системе 

координат уравнением    2 2cos ,
36

π πρ = − ϕ ≤ ϕ ≤ . 
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Вариант 1.10 
 
Найти неопределённые интегралы 

1. 
xe

dx
x

∫ ;  2. 
4 tg

2cos

xe
dx

x

+

∫ ; 3. 
2cos 3 (4 7tg3 )

dx
dx

x x+∫ ; 

4. 
4

81

x

x

e
dx

e−
∫ ;  5. arctg8x dx∫ ;    6. 717 99x x dx⋅ +∫ ; 

7. 
3

3 2

3 2 1

x
dx

x

+
+ +∫ ;  8. 

3cos 4

dx

x∫ ;  9. 
2

2 2

9 48 76

( 4 8)( 2)

x x
dx

x x x

− +
+ + +∫ . 

 
Вычислить определённые интегралы 

10. 
28

2

0

tg 7x xdx

π

∫ ;   11. 
3

6

sin 5 sin8x xdx

π

π
∫ . 

 
Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость 

12. 
2ln 5

e

xdx

x

∞

∫ ;  13. 
3

1
1

4
0

xe
dx

x∫ . 

 
Выяснить сходимость несобственных интегралов 

14. 
2

5
2

3 2

5 8

x x
dx

x

∞ +
+∫ ;  15. 

31

7
0

1xe
dx

x

−
∫ . 

 
16. Найти площадь области, ограниченной линиями 

20, 2y y x x= = − . 
 
17. Найти длину дуги кривой, заданной уравнением     

ln sin ,
6 3

y x x
π π= ≤ ≤ . 
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Контрольная работа № 2 
 
Вариант 2.1 
 
1. Вычислить (3 2 )

D

x y dxdy+∫∫ , если D  — внутренность тре-

угольника с вершинами в точках (0,2), (2,0), (3,3)A B C . 
2. Изменить порядок интегрирования 

2 0 0 0

3 23

( , ) ( , )
x x

dx f x y dy dx f x y dy
−

− −− + − −

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

3. Вычислить площадь области, заданной неравенствами 
2 2 2( ) , 0, 2 ,x y r r x x r y+ − ≤ ≥ − + ≥  перейдя предварительно к 

полярным координатам. 
4. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями 

0, 0, 4 , , 2x z y x z y y= = = = = . 
5. Вычислить интеграл (в цилиндрических или сферических 

координатах) 
V

yx dxdydz∫∫∫ , где V  — область, заданная неравен-

ствами 2 2 2 2 2 24, 16, 0.x y z x y z z+ + ≥ + + ≤ ≥  

6. Найти работу силы 2( , ) ( 2 ) (2 )f x y x y x y= − − −i j  по пе-
ремещению точки вдоль  участка кривой 2cos , 2sin ,x t y t= =   

0
2

t
π≤ ≤ . 

7. Проверить, что поле (3 5 ) (3 5 ) (3 5 )F x yz y xz z xy= + + + + +i j  
потенциально, и восстановить потенциал. 

8. Вычислить поток вектора 2 2f x y z= + +i j k  через часть 
поверхности 3 1x y z+ + = , лежащую в первом октанте. 

9. Вычислить поток вектора 22f x y z= + +i j k  через замкну-

тую поверхность 2 2, 4z x y z= + = . 
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Вариант 2.2 
 
1. Вычислить (2 4 )

D

x y dxdy+∫∫ , если D  — внутренность тре-

угольника с вершинами в точках (0,1), (2,0), (3,4)A B C . 
2. Изменить порядок интегрирования 

2( 3)2 1 3

1 0 2 0

( , ) ( , )
xx

dx f x y dy dx f x y dy
−−

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

3.Вычислить площадь области, заданной неравенствами 
2 2 2( ) , 0, 2 2 ,x r y r y x r y+ + ≤ ≥ + ≤  перейдя предварительно к 

полярным координатам. 
4. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями 

22, 0, 3 , .x z y x z y= = = =  
5. Вычислить интеграл (в цилиндрических или сферических 

координатах) 
V

xy dxdydz∫∫∫ , где V  — область, заданная неравенст-

вами 2 2 2 2, 0, 0, 0x y z a x y z+ + ≤ ≤ ≥ ≤ . 

6. Найти работу силы 2( , ) ( 2 ) (2 )f x y x y x y= + − +i j по пе-
ремещению точки вдоль  участка кривой 2y x=  от точки (0,0)A  
до точки (3,9).B  

 7. Проверить, что поле 2 4 2 43 4y yf x e x e= +i j  потенциально, 
и восстановить потенциал. 

8. Вычислить поток вектора 4 3f x y z= + +i j k  через часть 
поверхности 4 3 3 8x y z+ + = , лежащую в первом октанте. 

9. Вычислить поток вектора 23 2f x y z= + +i j k  через замк-

нутую поверхность 2 2 4, 0, 2x y z z+ = = = . 
 
Вариант 2.3 
 
1. Вычислить ( 2 )

D

x y dxdy−∫∫ , если D  — внутренность тре-

угольника с вершинами в точках ( 1, 1), (2,2), (3,0)A B C− − . 
2. Изменить порядок интегрирования 
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2( 1)2 3 3

1 0 2 0

( , ) ( , )
x x

dx f x y dy dx f x y dy
− −

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

3. Вычислить площадь области, заданной неравенствами 
2 2 2( ) , 0, 2 2 ,x r y r y x r y+ + ≤ ≤ + ≥  перейдя предварительно к 

полярным координатам. 
4. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями 

3, 0, 2 ,x z y x z y= = = = . 
5. Вычислить интеграл (в цилиндрических или сферических 

координатах) 
2 2

V

y
dxdydz

x z+
∫∫∫ , где V  — область, заданная не-

равенствами 2 2 2 2 2 24 , 2 , 0.x y z R x z Rx y+ + ≤ + ≤ − ≥  

6. Найти работу силы 2( , ) ( 2 )f x y x y x= + +i j по перемеще-
нию точки вдоль  участка кривой 22 , ,0 3x t y t t= = ≤ ≤ . 

 7. Проверить, что поле 3(4 3 ) (3 3)f x y x= + + −i j  потенци-
ально, и восстановить потенциал. 

8. Вычислить поток вектора 2 3 4f x y z= + +i j k  через часть 
поверхности 5 3 2 5x y z+ + = , лежащую в первом октанте. 

9. Вычислить поток вектора 22 3f x y z= + +i j k  через замк-

нутую поверхность 2 2 2 9, 0x y z z+ + = = , лежащую в полупро-
странстве 0z ≥ . 

 
Вариант 2.4 
 
1. Вычислить ( 6 )

D

x y dxdy+∫∫ , если — D  внутренность тре-

угольника с вершинами в точках (1,1), ( 2, 2), (0,3)A B C− − . 
2. Изменить порядок интегрирования 

22 3 0

3 0 2 0

( , ) ( , )
x x

dx f x y dy dx f x y dy
− +

− −

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

3.Вычислить площадь области, заданной неравенствами 
2 2 2( ) , 0, 2 2 ,x r y r y x r y− + ≤ ≥ − + ≥  перейдя предварительно к 

полярным координатам. 
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4. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями 
20, 0, 3,x z x y z y= = + = = . 

5. Вычислить интеграл (в цилиндрических или сферических 
координатах) 10

V

z dxdydz∫∫∫ , где V  — область, заданная неравен-

ствами 2 2 2 2 2 29, 4 , 0, 0x y z x y z x z+ + ≤ + ≤ ≥ ≥ . 

6. Найти работу силы 2( , ) ( 2 ) (3 )f x y x y x y= + − +i j по пе-
ремещению точки вдоль  участка кривой  3cos , 2sin ,x t y t= =   

0
4

t
π≤ ≤ . 

7. Проверить, что поле 2 1
(ln 3 )

x
f y x

y

+= − +i j потенциаль-

но, и восстановить потенциал. 
8. Вычислить поток вектора 4 3f y z= +j k  через часть по-

верхности 3 2 4 6x y z+ + = , лежащую в первом октанте. 
9. Вычислить поток вектора 22 3f x y z= + +i j k  через замк-

нутую поверхность 2 2 2 4, 0, 0x y z x z+ + = ≥ ≥ . 
 
Вариант 2.5 
 
1. Вычислить (4 5 )

D

x y dxdy+∫∫ , если D  — внутренность тре-

угольника с вершинами в точках ( 1, 2), (0,0), ( 2, 1)A B C− − − − . 
2. Изменить порядок интегрирования 

2( 3)2 0

3 0 2 0

( , ) ( , )
x x

dx f x y dy dx f x y dy
+− −

− −

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

3.Вычислить площадь области, заданной неравенствами 
2 2 2( ) , 0, 2x y r r x x r y+ − ≤ ≥ − + ≤ , перейдя предварительно к 

полярным координатам. 
4. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями 

0, 0, 2 4, 4x z x y z y= = + = = . 
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5. Вычислить интеграл (в цилиндрических или сферических 
координатах) 2 2( )

V

x y dxdydz+∫∫∫ , где V  — область, заданная не-

равенствами 4,422 ≤≤+ zzyx . 

6. Найти работу силы 2( , ) (2 3 ) ( )f x y xy y x y= − − −i j по пе-
ремещению точки вдоль  участка кривой 23x y=  от точки (0,0)A  
до точки (12,2)B . 

7. Проверить, что поле 2(6 3 ) (3 3 )f x y x y= + + −i j потенци-
ально, и восстановить потенциал. 

8. Вычислить поток вектора 24 2f x y z= + +i j k  через часть 
поверхности 3 5 2 6x y z+ + = , лежащую в первом октанте. 

9. Вычислить поток вектора 23 2 3f x y z= + +i j k  через замк-

нутую поверхность 2 2 4 , 0x y z z+ = − = . 
 
Вариант 2.6 
 
1. Вычислить ( 3 )

D

x y dxdy+∫∫ , если D  — внутренность тре-

угольника с вершинами в точках (2,2), ( 1,3), (3,4)A B C− . 
2. Изменить порядок интегрирования 

2 0 1 0

3 2 13

( , ) ( , )
xx

dx f x y dy dx f x y dy
− −

− − +− +

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

3. Вычислить площадь области, заданной неравенствами 
2 2 2( )x y r r+ − ≤ , 0, 2x x r y≤ + ≤ , перейдя предварительно к по-

лярным координатам. 
4. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями 

20, 2 , 2 .z z x y x= = = −  
5. Вычислить интеграл (в цилиндрических или сферических 

координатах) 2 2 2

V

x y z dxdydz+ +∫∫∫ , где V  — область, заданная 

неравенствами 2 2 2 9, , 0x y z x y y+ + ≤ ≥ ≥ . 
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6. Найти работу силы 2 2( , ) ( 2 ) (3 )f x y x y x y= − + −i j  по пе-
ремещению точки вдоль  участка кривой 9cos , 3sin ,x t y t= =  

0
2

t
π≤ ≤ . 

 7. Проверить, что поле 2 36 (2 )f x y x y= + −i j потенциально, 
и восстановить потенциал. 

8. Вычислить поток вектора 3 2f x y z= + +i j k  через часть 
поверхности 2 7 3 5x y z+ + = , лежащую в первом октанте. 

9. Вычислить поток вектора 2 4 2f x y z= + +i j k  через замк-

нутую поверхность 2 2 3 , 0x y z z+ = + = . 
 
Вариант 2.7 
 
1. Вычислить ( 3 )

D

x y dxdy−∫∫ , если D  — внутренность тре-

угольника с вершинами в точках (2,4), (1,3), (3,2)A B C . 
2. Изменить порядок интегрирования 

2

2 0 1 5 0

1 21 1 2

( , ) ( , )
x x x

dx f x y dy dx f x y dy
+

− − − + −

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

3. Вычислить площадь области, заданной неравенствами 
2 2 2( )x r y r− + ≤ , 0, 2 2y x r y≤ − + ≥ , перейдя предварительно к 

полярным координатам. 
4. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями 

20, 2 3 0, 4 , 4z x y z y x y= − = = + = . 
5. Вычислить интеграл (в цилиндрических или сферических 

координатах) 2

V

z dxdydz∫∫∫ , где V  — область, заданная неравенст-

вами 2 2 2 2 2 216, , 0, 0x y z z x y y z+ + ≤ ≥ + ≥ ≥ . 

6. Найти работу силы 2( , ) ( 3 )f x y x y x y= + +i j по перемеще-
нию точки вдоль участка кривой 2 2 9x y+ =  от точки (0,3)A  до 
точки (3,0)B . 
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7. Проверить, что поле 2 22( 5)y yf e x e= + +i j потенциально, 
и восстановить потенциал. 

8. Вычислить поток вектора 4 7f x y z= + +i j k  через часть 
поверхности 3 7 2 12x y z+ + = , лежащую в первом октанте. 

9. Вычислить поток вектора 2 2 4f x y z= + +i j k  через замк-

нутую поверхность 2 24 , 0.z x y z+ = + =  
 
Вариант 2.8 
 
1. Вычислить (3 7 )

D

x y dxdy+∫∫ , если D  — внутренность тре-

угольника с вершинами в точках (4,3), (3,2), (0,1)A B C . 
2. Изменить порядок интегрирования 

3

2 0 1 0

3 (3 ) 2 1

( , ) ( , )
x x

dx f x y dy dx f x y dy
− −

− − + − +

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

3. Вычислить площадь области, заданной неравенствами 
2 2 2( ) , 0, 2x y r r x x r y+ − ≤ ≥ + ≥ , перейдя предварительно к по-

лярным координатам. 
4. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями 

20, 0, 3,y z x y z x= = + = = . 
5. Вычислить интеграл (в цилиндрических или сферических 

координатах) 
2 25( )

3V

x y
dxdydz

+
∫∫∫ , где V  — область, заданная 

неравенствами 2 2 2 2 216( ) , 4, 0, 0x y z x y x z+ ≥ + ≤ ≥ ≥ . 

6. Найти работу силы 2( , ) ( 2 )f x y xy x y= + −i j  по перемеще-

нию точки вдоль участка кривой 3cos , 4sinx t y t= = , 0
2

t
π≤ ≤ . 

7. Проверить, что поле 2 4 2(2 ) 2f xy x x y= + +i j потенциаль-
но, и восстановить потенциал. 

8. Вычислить поток вектора 3 2f x y z= + +i j k  через часть 
поверхности 2 4x y z+ + = , лежащую в первом октанте. 
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9. Вычислить поток вектора 2 3f x y z= − +i j k  через замкну-

тую поверхность 2 2 8 , 0.x y z z+ = − =  
 
Вариант 2.9 
 
1. Вычислить (5 4 )

D

x y dxdy+∫∫ , если D  — внутренность тре-

угольника с вершинами в точках (2,4), (3,2), ( 1,1)A B C − . 
2. Изменить порядок интегрирования 

2

2 0 3 0

1 1 2 4 3

( , ) ( , )
x x x

dx f x y dy dx f x y dy
− + − +

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

3. Вычислить площадь области, заданной неравенствами 
2 2 2( ) , 0, 2 2 ,x r y r y x r y− + ≤ ≥ − ≤  перейдя предварительно к 

полярным координатам. 
4. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями 

20, 0, 0, 1, 2x y z z y x y= = = = + + = . 
5. Вычислить интеграл (в цилиндрических или сферических 

координатах) 2

V

x dxdydz∫∫∫ , где V  — область, заданная неравенст-

вами 2 2 2 2 29, 3x y z x y z+ + ≤ + ≤ . 
6. Найти работу силы ( , , ) ( 2 ) (2 )f x y z xy y x y z= − − − +i j k  

по перемещению точки вдоль  участка кривой 3cos , 3sinx t y t= = , 

z t= , 0
2

t
π≤ ≤ . 

 7. Проверить, что поле 3 2(2 ) 3f x y xy= + +i j потенциально, 
и восстановить потенциал. 

8. Вычислить поток вектора 22f x y z= + +i j k  через часть 
поверхности 2 3 12x y z+ + = , лежащую в первом октанте. 

9. Вычислить поток вектора 3 4f x y z= + −i j k  через замкну-

тую поверхность 2 2 2 4, 0x y z z+ + = = , лежащую в полупро-
странстве 0z ≥ . 
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Вариант 2.10 
 
1. Вычислить (2 5 )

D

x y dxdy+∫∫ , если D  — внутренность тре-

угольника с вершинами в точках (1,1), (3,2), (4,0)A B C . 
2. Изменить порядок интегрирования 

2

1 0 0 0

2 12

( , ) ( , )
xx

dx f x y dy dx f x y dy
−

− −− −

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

3. Вычислить площадь области, заданной неравенствами 
2 2 2( )x y r r+ − ≤ , 0, 2x x r y≤ − + ≤ , перейдя предварительно к 

полярным координатам. 
4. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями 

20, 0, 3 2 6,y z x y z x= = + = = . 
5. Вычислить интеграл (в цилиндрических или сферических 

координатах) 5
V

x dxdydz∫∫∫ , где V  — область, заданная неравенст-

вами 2 2 2 29, 9 , 0x y x y z z+ ≤ + ≥ ≥ . 

6. Найти работу силы 2( , ) (2 ) (3 )f x y x y x y= + − +i j по пе-
ремещению точки вдоль участка кривой 3x y=  от точки (0,0)A  
до точки (3,27)B . 

7. Проверить, что поле 2 2 3(3 2 ) 2f x y x x y= + +i j  потенци-
ально, и восстановить потенциал. 

8. Вычислить поток вектора 2 3 4f x xy z= − +i j k  через часть 
поверхности 2 4 3 12x y z+ + = , лежащую в первом октанте. 

9. Вычислить поток вектора 22f x y z= + −i j k  через замкну-

тую поверхность 2 25 , 0.z x y z+ = + =  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1                                                   
Комплексные числа и действия над ними  

 
При решении алгебраических уравнений степени два и вы-

ше иногда приходится рассматривать конструкции вида 
1a b+ ⋅ − , где a  и b  — некоторые действительные числа. На-

пример, подставляя формально конструкцию 1 2 1+ ⋅ −  в не 
имеющее действительных корней уравнение 2 2 5 0x x− + = , по-

лучаем ( ) ( )2
1 2 1 2 1 2 1 5+ ⋅ − − + ⋅ − + . Действуя в полученном 

выражении с конструкцией 1 2 1+ ⋅ −  как с двучленом по прави-
лам алгебры, известным из школы, раскрывая скобки и приводя 
подобные, имеем 

( )22(1) 2 2 1 2 1 2 2 2 1 5 4 4 ( 1) 0+ ⋅ ⋅ − + ⋅ − − − ⋅ ⋅ − + = + ⋅ − = . 

Таким образом, конструкцию 1 2 1+ ⋅ −  можно считать кор-
нем новой природы (не действительным) уравнения 2 2 5 0x x− + = . 

Пусть i  — некоторый формальный символ, x  и y  — дейст-
вительные (вещественные) числа. Конструкции вида z x iy= +  
назовём комплексными числами, x  действительной, а y  мнимой 
частями комплексного числа z x iy= +  и будем обозначать их со-
ответственно Re , Im .x z y z= =  Два комплексных числа будем 
считать равными, если совпадают их действительные и мнимые 
части. На множестве комплексных чисел введём операции сло-
жения и умножения по формулам:  

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )z z x iy x iy x x i y y+ = + + + = + + + ; 

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1( )( ) ( ) ( )z z x iy x iy x x y y i x y x y= + + = − + + . 
Обратные операции определяются однозначно и задаются 

формулами: 

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )z z x iy x iy x x i y y− = + − + = − + − ; 

1 1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

z x iy x iy x iy x x y y i x y x y

z x iy x iy x iy x y

+ + − + + −
= = =

+ + − +
. 

Каждому комплексному числу z x iy= +  сопоставим точку 

( , )x y  плоскости 2R . Этим устанавливается взаимно однозначное 
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соответствие между комплексными числами и точками плоско-
сти. Операция сложения комплексных чисел совпадает с опера-
цией сложения радиус-векторов точек ( , )x y . Для операции ум-
ножения комплексных чисел не находится соответствующей опе-
рации над векторами.  

Если действительные числа отождествить с комплексными 
числами вида 0x i+ ⋅ , то эти операции совпадают с обычными 
операциями над действительными числами, и поэтому комплекс-
ные числа являются расширением множества действительных чи-
сел. Из введённых выше операций над комплексными числами 
следует, что для комплексного числа 0 1i i= + ⋅  получаем 

2 1.i i i= ⋅ = −   
Модулем z  комплексного числа z x iy= +  назовём длину 

радиус-вектора точки ( , )x y , то есть число 2 2z x y= + . Тогда  

2 2

2 2 2 2

x y
z x iy x y i

x y x y

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + = + ⋅ +
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

. 

Числа 
2 2

x

x y+
 и 

2 2

y

x y+
 являются соответственно коси-

нусом и синусом угла ϕ  между радиус-вектором точки ( , )x y  и 
осью OX . Поэтому можем записать (cos sin )z z i= ϕ + ϕ . Эта 
форма записи числа z  называется тригонометрической формой 
комплексного числа. Угол ϕ  при этом называется аргументом 
числа z . Совершенно ясно, что числа, аргументы которых отли-
чаются на 2π, совпадают. Среди всех значений аргумента числа 
z  выбирают значение, называемое главным, и обозначают его 
arg z . Наиболее удобным является выбор главного значения ар-

гумента из промежутков [0,2 )π , [ , )−π π , 
3

,
2 2

π π⎡ ⎞− ⎟⎢⎣ ⎠
. В пакете 

Mathcad главное значение аргумента выбирается  из промежутка 
[ , )−π π . При выборе главного значения аргумента из промежутка 
[0,2 )π  его находят по формулам:  
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arctg , если  0, 0,

, если  0, 0,
2

arg arctg , если  0,

3
, если  0, 0,

2

2 arctg , если  0, 0.

y
x y

x

x y

y
z x

x

x y

y
x y

x

⎧ > >⎪
⎪

π⎪ = >⎪
⎪⎪= π + <⎨
⎪
⎪ π = <⎪
⎪
⎪ π + > <⎪⎩

 

Формулы для нахождения главного значения аргумента при 
выборе его из других промежутков предлагается написать само-
стоятельно. Все значения аргумента обозначают Arg z . Отметим, 
что Arg arg 2 .z z k= + π  

Полагая cos sinie iϕ = ϕ + ϕ , можем записать iz z e ϕ= . Эта 
форма записи числа z  называется показательной формой записи 
комплексного числа. Так как cos( ) sin( ) cos sinie i i− ϕ = −ϕ + −ϕ = ϕ − ϕ , 

то, складывая и вычитая с ie ϕ , получаем формулы Эйлера:  

cos , sin .
2 2

i i i ie e e e

i

ϕ − ϕ ϕ − ϕ+ −ϕ = ϕ =  

Далее, 1 2
1 1 2 2(cos sin )(cos sin )i ie e i iϕ ϕ = ϕ + ϕ ϕ + ϕ =  

1 2( )
1 2 1 2cos( ) sin( ) ii e ϕ +ϕ= ϕ + ϕ + ϕ + ϕ = . 

Поэтому: 1 2 1 1 1 2 2 2(cos sin ) (cos sin )z z z i z i= ϕ + ϕ ϕ + ϕ =  

1 2( )
1 2 1 2 1 2 1 2cos( ) sin( ) .iz z i z z e ϕ +ϕ= ⋅ ϕ + ϕ + ϕ + ϕ = ⋅  

Таким образом, мы получили, что при умножении ком-
плексных чисел их модули перемножаются, а аргументы склады-
ваются. Аналогично при делении комплексных чисел их модули 
делятся, а аргументы вычитаются.  

Как следствие этих результатов, получаем формулы Муавра: 
(cos sin )

n nn inz z e z n i nϕ= = ϕ + ϕ ; 

2 2
cos sin , 0,1,..., 1.n n

k k
z z i k n

n n

ϕ + π ϕ + π⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Пример 1. Найти 3 1.  
Решение. Так как 1 1, arg1 0,= =  то, используя вышеприве-

дённую формулу, имеем 3 2 2
1 cos sin

3 3

k k
i

π π= + , 0,1,2k = . При-

давая k  последовательно значения 0,1,2, получаем три значения 
корня кубического из единицы 

3 3 3
1 2 3

1 3 1 3
1 1, 1 , 1 .

2 2 2 2
i i= = − + = − −   

 

Пример 2. Найти 1 i+ .  

Решение. Так как 1 2i+ = , arg(1 )
4

i π+ = , то 

2 2
4 41 2 cos sin , 0,1.

2 2

k k
i i k

π π⎛ ⎞+ π + π
⎜ ⎟+ = + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Придавая k  по-

следовательно значения 0,1, получаем два значения 1 i+ : 

( )
1

1 2 cos sin
8 8

i i
π π⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
; 

( )
2

1 2 cos sin
8 8

i i
⎛ π π ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + π + + π⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

.  

Заметим, что квадратные корни из комплексных чисел отли-
чаются только знаками.  

 

Пример 3. Решить уравнение 2 4 20 0x x− + = . 
Решение. Выделяя в левой части полный квадрат, получаем 

2 2 24 20 4 4 16 ( 4) 16 0x x x x x− + = − + + = − + = . Следовательно, 
2( 4) 16x − = − . Извлекая квадратный корень из числа 16− , имеем 

16 4i− = ± . Поэтому 4 4x i− = ±  или 4 4x i= ± . Подставляя любое 
из этих комплексных чисел в исходное уравнение, убеждаемся в 
том, что они являются его решением.  

Заметим, что комплексные решения квадратных уравнений 
могут быть получены по той же формуле, что и действительные, 
но при отрицательном дискриминанте.  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2                                                   
Таблица интегралов  

 
1. 0dx C=∫ .           2. 1dx x C= +∫ . 

3. 
1

, 1
1

x
x dx C

α+
α = + α ≠ −

α +∫ .    4. ln
dx

x C
x

= +∫ . 

5. 
2

arctg arcctg
1

dx
x C x C

x
= + = − +

+∫ � . 

5a. 
2 2

1 1arctg arcctg
dx x xC C

a a a aa x
= + = − +

+∫ � . 

6. 
2

arcsin arccos
1

dx
x C x C

x
= + = − +

−
∫ � . 

6a. 
2 2

arcsin arccos
dx x xC C

a aa x
= + = − +

−
∫ � . 

7. 
ln

x
x a

a dx C
a

= +∫ .              7а. x xe dx e C= +∫ . 

8. cos sinxdx x C= +∫ .       9. sin cosxdx x C= − +∫ . 

10. 
2

tg
cos

dx
x C

x
= +∫ .       11. 

2
ctg

sin

dx
x C

x
= − +∫ . 

12. sh chxdx x C= +∫ .       13. ch shxdx x C= +∫ . 

14. 
2

cth
sh

dx
x C

x
= − +∫ .      15. 

2
th

ch

dx
x C

x
= +∫ . 

16. 
2 2

cos ( sin cos )
ax

ax e
e bxdx b bx a bx C

a b
= + +

+∫ . 

17. 
2 2

sin ( sin cos )
ax

ax e
e bxdx a bx b bx C

a b
= − +

+∫ . 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3                                                   
Прямая таблица дифференциалов  

 

1 ;du u duα α−= α ⋅       ln dud u u= ;      

lnu ud a a a du= ;      cos sind u u du= − ; 

sin cosd u u du= ;      
2

tg
cos

du
d u

u
= ; 

2
ctg

sin

du
d u

u
= − ;      

2
arcsin

1

du
d u

u
=

−
; 

2
arccos

1

du
d u

u
= −

−
;    

2
arctg

1

du
d u

u
=

+
; 

2
arcctg

1

du
d u

u
= −

+
; 

где ( )u u x=  — любая дифференцируемая функция. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 4                                                   
Обратная таблица дифференциалов  

 

1. 
1 1

( ) ( )dx d ax d ax b
a a

= = + , где a  и b  — некоторые числа. 

В частности, 
1 1 1 1

(2 ) (2 ) (3 ) (3 )
2 2 3 3

dx d x d x b d x d x b= = + = = +  и 

так далее. 

2. 1 11 1
( ) ( ), 1

1 1
x dx d x d x b

a a
α α+ α+= = + α ≠ −

+ +
. В частности,  

2 21 1
( ) ( )

2 2
xdx d x d x b= = + , 2 3 31 1

( ) ( )
3 3

x dx d x d x b= = + ,  

2

1 1dx
d d b

x xx

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,  
3 2 2

1 1 1 1

2 2

dx
d d b

x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,  

2 ( ) 2 ( )
dx

d x d x b
x

= = + . 

3. 
1

(ln ) (ln ) ( ln )
dx

d x d x b d a x b
x a

= = + = + .  

4. ( ) ( )x x xe dx d e d e b= = + . 

5. cos sin (sin )xdx d x d x b= = + .  

6. sin cos (cos )xdx d x d x b= − = − + . 

7. 
2

tg (tg )
cos

dx
d x d x b

x
= = + .  

8. 
2

ctg (ctg )
sin

dx
d x d x b

x
= − = − + . 

9. 
2

(arctg ) (arcctg )
1

dx
d x d x

x
= = −

+
. 

10. 
2

(arcsin ) (arccos )
1

dx
d x d x

x
= = −

−
. 
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