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Вступление 
 
 

Данные методические рекомендации составлены в соответствии с рабо-
чей программой по дисциплине высшая математика и предназначены для слу-
шателей I курса факультета заочного обучения по направлению подготовки 
280705 Пожарная безопасность. Они содержат краткие теоретические сведения 
по основным разделам курса и подробное решение типовых задач для самосто-
ятельной подготовки к выполнению контрольной работы № 1. 

В процессе изучения дисциплины высшая математика слушатели 1 курса 
факультета заочного обучения по направлению подготовки 280705 Пожарная 
безопасность: 
 
знать: 
 
– основные понятия и методы высшей алгебры, аналитической геометрии; 
– основные понятия и методы математического анализа, дифференциального 

и интегрального исчисления, теории функций и функционального анализа; 
 
уметь: 
 
– употреблять математическую символику при решении инженерных задач; 
– решать основные задачи  общей алгебры и геометрии, дискретной матема-

тики; 
– решать основные задачи математического анализа; 
 
иметь представление: 
 
– об арифметическом векторном пространстве (пространство R); 
– о линейном пространстве, его размерности. 

Все вышеперечисленные знания, умения и навыки приобретаются слуша-
телями в процессе самостоятельной работы и на обязательных аудиторных за-
нятиях. 
 
Контрольная работа № 1 включает в себя практические задания по темам: 
 
1. Элементы линейной алгебры; 
2. Элементы аналитической геометрии; 
3. Введение в математический анализ; 
4. Дифференциальное исчисление функции одной переменной; 
5. Теория функции комплексного переменного; 
6. Интегральное исчисление функции одной переменной; 
7. Функции нескольких переменных; 
8. Дифференциальные уравнения. 
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Литература 
1. Шипачев В.С. Высшая математика: Учеб. для вузов / В.С. Шипачев. – 6-е 

изд., стер. – М.: Высш. шк., 2003. – 479 с. 
2. Пискунов Н.С. Дифференциальное и интегральное исчисление: Учеб. для 

втузов. В 2-х т. Т. I: – М.: Интеграл – Пресс, 2004. – 416 с. 
3. Шипачев В.С. Задачник по высшей математике: Учеб. пособие для вузов / 

В.С. Шипачев. – 3-е изд., стер. – М.: Высш. шк., 2003. – 304 с. 
4. Баврин И.И. Высшая математика: Учеб. для студ. естественнонаучных спе-

циальностей педагогических вузов. – 2-е изд., стер. – М.: Изд. центр «Ака-
демия»; Высш. шк., 2001. – 616 с. 

5. Данко П.Е., Попов А.Г., Кожевникова Т.Я. Высшая математика в упражне-
ниях и задачах. В 2-х ч. Ч. I: Учеб. пособие для втузов. – 5-е изд., испр. – М.: 
Высш. шк., 1999. – 304 с. 

6. Письменный Д.Т. Конспект лекций по высшей математике: Полный курс. – 
М.: Айрис-пресс, 2004. 

7. Лунгу К.Н., Письменный Д.Т. Сборник задач по высшей математике. 1 курс. 
– М.: Айрис-пресс, 2004. 

 

Выполнение и оформление контрольных работ 
 

1. Слушатели выполняют контрольную работу в соответствии с учебным рабо-
чим планом в сроки, установленные факультетом заочного обучения. 

2. Слушатели должны выполнить один из 100 вариантов, номер, которого 
определяется по двум последним цифрам номера зачетной книжки. 

3. Контрольная работа выполняется в отдельной тетради в клеточку, ручкой 
любого цвета, кроме зеленого и красного, аккуратно и разборчивым почер-
ком, чертежи выполняются простым карандашом с использованием инстру-
мента. 

4. На титульном листе следует указать фамилию, имя, отчество, должность и 
звание слушателя, его адрес с указанием почтового индекса, номер зачетной 
книжки, номер варианта. 

5. Задания в контрольных работах выполняются по порядку, согласно распо-
ложению их в варианте. 

6. На заключительном листе контрольных работ следует указать список лите-
ратуры, которым Вы пользовались при их выполнении. 

7. Если контрольные работы выполнены с нарушением всех вышеперечислен-
ных указаний или не полностью, то они возвращаются слушателю для дора-
ботки без проверки. 

8. Если работа не зачтена, внимательно изучите все замечания рецензента. Пе-
ределайте работу в соответствии с рекомендациями рецензента. 

9. Переделанную работу предоставляют на проверку вместе с незачтенными 
работами. 
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Варианты контрольной работы 
№  
варианта

Задания №  
варианта 

Задания 

00 1, 50, 74, 98, 122, 146, 170, 194, 218   
01 2, 26, 75, 99, 123, 147, 171, 195, 219 02 3, 27, 51, 100, 124, 148, 172, 196, 220 
03 4, 28, 52, 76, 125, 149, 173, 197, 221 04 5, 29, 53, 77, 101, 150, 174, 198, 222 
05 6, 30, 54, 78, 102, 126, 175, 199, 223 06 7, 31, 55, 79, 103, 127, 151, 200, 224 
07 8, 32, 56, 80, 104, 128, 152, 176, 225 08 9, 33, 57, 81, 105, 129, 153, 177, 201 
09 10, 34, 58, 82, 106, 130, 154, 178, 202 10 11, 35, 59, 83, 107, 131, 155, 179, 203 
11 12, 36, 60, 84, 108, 132, 156, 180, 205 12 13, 37, 61, 85, 109, 133, 157, 181, 205 
13 14, 38, 62, 86, 110, 134, 158, 182, 206 14 15, 39, 63, 87, 111, 135, 159, 183, 207 
15 16, 40, 64, 88, 112, 136, 160, 184, 208 16 17, 41, 65, 89, 113, 137, 161, 185, 209 
17 18, 42, 66, 90, 114, 138, 162, 186, 210 18 19, 43, 67, 91, 115, 139, 163, 187, 211 
19 20, 44, 68, 92, 116, 140, 164, 188, 212 20 21, 45, 69, 93, 117, 141, 165, 189, 213 
21 22, 46, 70, 94, 118, 142, 166, 190, 214 22 23, 47, 71, 95, 119, 143, 167, 191, 215 
23 24, 48, 72, 96, 120, 144, 168, 192, 216 24 25, 49, 73, 97, 121, 145, 169, 193, 217 
25 1, 48, 51, 99, 101, 149, 151, 199, 201 26 2, 48, 52, 98, 102, 148, 152, 198, 202 
27 3, 47, 53, 97, 103, 147, 153, 197,203 28 4, 46, 54, 96, 104, 146, 154, 196, 204 
29 5, 45, 55, 95, 105, 145, 155, 195, 205 30 6, 44, 56, 94, 106, 144, 156, 194, 206 
31 7, 43, 57, 93, 107, 143, 157, 193, 207 32 8, 42, 58, 92, 108, 142, 158, 192, 208 
33 9, 41, 59, 91, 109, 141, 159, 191, 209 34 10, 40, 60, 90, 110, 140, 160, 190, 210 
35 11, 39, 61, 89, 111, 139, 161, 189, 211 36 12, 38, 62, 88, 112, 138, 162, 188, 212 
37 13, 37, 63, 87, 113, 137, 163, 187, 213 38 14, 36, 64, 86, 114, 136, 164, 186, 214 
39 15, 35, 65, 85, 115, 135, 165, 185, 215 40 16, 34, 67, 84, 116, 134, 166, 184, 216 
41 17, 33, 67, 83, 117, 133, 167, 183, 217 42 18, 32, 68, 82, 118, 132, 168, 182, 218 
43 19, 31, 69, 81, 119, 131,169, 181, 219 44 20, 30, 70, 80, 120, 130, 170, 180, 220 
45 21, 29, 71, 79, 121, 129, 171, 179, 221 46 22, 28, 72, 78, 122, 128, 172, 178, 222 
47 23, 27, 73, 77, 123, 127, 173, 177, 223 48 24, 26, 74, 76, 124, 126, 174, 176, 224 
49 25, 50, 75, 100, 125, 150,175,200, 225 50 1, 50, 51, 100, 101, 150, 151,200,201 
51 2, 49, 52, 99, 102, 149, 152, 199, 202 52 3, 48, 53, 98, 103, 148, 153, 197, 203 
53 4, 47, 54, 97, 104, 147, 154, 196, 204 54 5, 46, 55, 96, 105, 146, 155, 195, 205 
55 6, 45, 56, 95, 106, 145, 156, 194, 206 56 7, 44, 57, 94, 107, 144, 157, 193, 207 
57 8, 43, 58, 93, 108, 143, 158, 192, 208 58 9, 42, 59, 92, 109, 142, 159, 191, 209 
59 10, 41, 60, 91, 110, 141, 160, 190, 210 60 11, 40, 61, 90, 111, 140, 161, 189, 211 
61 12, 39, 62, 89, 112, 139, 162, 188, 212 62 13, 38, 63, 88, 113, 138, 163, 187, 213 
63 14, 37, 64, 87, 114, 137, 164, 186, 214 64 15, 36, 65, 86, 115, 136, 165, 185, 215 
65 16, 35, 66, 85, 116, 135, 166, 184, 216 66 17, 34, 67, 84, 117, 134, 167, 183, 217 
67 18, 33, 68, 83, 118, 133, 168, 182, 218 68 19, 32, 69, 82, 119, 132, 169, 181, 219 
69 20, 31, 70, 81, 120, 131, 170, 181, 220 70 21, 30, 71, 80, 121, 130, 171, 180, 221 
71 22, 29, 72, 79, 122, 129, 172, 179, 222 72 23, 28, 73, 78, 123, 128, 173, 178, 223 
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73 24, 27, 74, 77, 124, 127, 174, 177, 224 74 25, 26, 75, 76, 125, 126, 175, 176, 225 
75 1, 49, 72, 95, 118, 141, 164, 187, 210 76 2, 50, 73, 96, 119, 142, 165, 188, 211 
77 3, 26, 74, 97, 120, 143, 166, 189, 212 78 4, 27, 75, 98, 121, 144, 167, 190, 213 
79 5, 28, 51, 99, 122, 145, 168, 191, 214 80 6, 29, 52, 100, 123, 146, 169, 192, 215 
81 7, 30, 53, 76, 124, 147, 170, 193, 216 82 8, 31, 54, 77, 125, 148, 171, 194, 217 
83 9, 32, 52, 78, 101, 149, 172, 195, 218 84 10, 33, 56, 79, 102, 150, 173, 196, 219 
85 11, 34, 57, 80, 103, 126, 174, 197, 220 86 12, 35, 58, 81, 104, 127, 175, 198, 221 
87 13, 36, 59, 82, 105, 128, 151, 199, 222 88 14, 37, 60, 83, 106, 129, 152, 200, 223 
89 15, 38, 61, 84, 107, 130, 153, 176, 224 90 16, 39, 62, 85, 108, 131, 154, 177, 225 
91 17, 40, 63, 86, 109, 132, 155, 178, 201 92 18, 41, 64, 87, 110, 133, 156, 179, 202 
93 19, 42, 65, 88, 111, 134, 157, 180, 203 94 20, 43, 66, 89, 112, 135, 158, 181, 204 
95 21, 44, 67, 90, 113, 136, 159, 182, 205 96 22, 45, 68, 91, 114, 137, 160, 183, 206 
97 23, 46, 69, 92, 115, 138, 161, 184, 207 98 24, 47, 70, 93, 116, 139, 162, 185, 208 
99 25, 48, 71, 94, 117, 140, 163, 186, 209   
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Указания к выполнению контрольной работы № 1 
 

Тема 1. Элементы линейной алгебры 

1. Множества. Действительные числа 
Литература. [1], Гл. I, § 1-3; [3], Гл. I, § 1-3 задачи 9-11, 12-15, 23-52. 
Можно использовать также [2], Гл. I, § 1.2.; [2], Гл. I, задачи 1.1., 1.5., [3], Гл. I, 
§ 1, задачи 1-11. 

2. Матрицы, операции над ними. Определители 
Литература. [1], Гл. X, § 1, 2.; [3], Гл. VII, § 1 разобрать пример № 1. 
Можно использовать также [6], Гл. I, § 1-3.; [7], Гл. I, § 1, 2 задачи 1.1.1., 1.1.5., 
1.2.13., 1.4.1.; [5], Гл. IV, § 2 задачи 400-403. 

3. Системы линейных уравнений. Правило Крамера 
Литература. [1], Гл. X, § 3, 4.; [3], Гл. VII, § 2 разобрать примеры № 1-2.  
Можно использовать также [6], Гл. I, § 4.; [7], Гл. II, § 1-3 задачи 2.1.2., 2.2.2. 

 
Примеры решения типовых задач 

 
№ 1. Решить систему трех линейных уравнений с тремя неизвестными мето-
дом Крамера.  

 

ï
î

ï
í

ì

=+-
=+-
=+-

253
342
1342

zyx
zyx
zух

; 

1. Найдем определитель данной системы: 025
513
421
342

¹-=
-
-
-

=D . 

2. Найдем определители 3,2,1 DDD , где 1D  получен из D  путём замены перво-
го столбца на столбец свободных членов, остальные определители находятся 
аналогично. 

=D1
25

512
423
341
=

-
-
-

, =D2
0

523
431
312
= , =D3

25
213
321
142

-=
-
-
-

. 

3. Находим значения неизвестных zуx ,, :  .3z   ,2    ,1
D
D

=
D
D

=
D
D

= уx  

.1
25
25z   ,0

25
0    ,1

25
25 =

-
-==

-
=-=

-
= уx  

4. Делаем проверку: 
( )

( )ï
î

ï
í

ì

=×+--
=×+×--
=×+×--

215013
314021
1130412

;   
ï
î

ï
í

ì

=+--
=+--
=+--

2503
3401
1302

;   
ï
î

ï
í

ì

=
=
=

22
33
11

. 

Ответ: .1z   ,0    ,1 ==-= уx  
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Тема 2. Элементы аналитической геометрии 

 
1. Векторы 

Литература. [1], Гл. III, § 1-4, Гл. IX, § 1-5.; [3], Гл. III, § 1-4 задачи 1-5, 16-18, 
22-24, 38-40, 42-47; Гл. X, § 1-3 задачи  6-14, 22-33. 
Можно использовать также [6], Гл. II, § 5.; [7], Гл. III, § 1 задачи 3.1.1., 3.1.13.-
3.1.20. 

2. Скалярное произведение векторов 
Литература. [1], Гл. IX, § 6.; [3], Гл. X, § 4 задачи 41-51.  
Можно использовать также [6], Гл. II, § 6.; [7], Гл. III, § 2 задачи 3.2.1., 3.2.4., 
3.2.8. 

3. Векторное произведение векторов 
Литература. [1], Гл. IX, § 7.; [3], Гл. X, § 5 задачи 63-73.  
Можно использовать также [6], Гл. II, § 7.; [7], Гл. III, § 3 задачи 3.3.1., 3.3.5., 
3.3.9. 

4. Смешанное произведение векторов 
Литература. [1], Гл. IX, § 8.; [3], Гл. X, § 6 задачи 83-88, 98-100.  
Можно использовать также [6], Гл. II, § 8.; [7], Гл. III, § 4 задачи 3.4.1., 3.4.4. 
 

5. Линии на плоскости и в пространстве 
Литература. [1], Гл. III, § 5-6, Гл. IX, § 9-13.; [3], Гл. III, § 5-7 задачи 52-54, 59-
67, 68-85; Гл. X, § 7-9 задачи 101-103, 114-122,130-138, 153-162, 165-168, 172-
181.  
Можно использовать также [6], Гл. III, § 10.; [7], Гл. IV, § 1-2 задачи 4.2.1., 
4.2.6., 4.2.8., 4.2.57., 4.2.67., 4.2.68. 

6. Линии второго порядка 
Литература. [1], Гл. III, § 7-8, Гл. IX, § 9-14.; [3], Гл. III, § 8 задачи 126-132, 
139-147, 150-155.; Гл. X, § 10 задачи 166-171.  
Можно использовать также [6], Гл. III, § 11.; [7], Гл. IV, § 3 задачи 4.3.1., 
4.3.28., 4.3.31., 4.3.60., 4.3.64., 4.3.105, 4.3.106. 
 

Примеры решения типовых задач  

№ 2. Даны координаты вершин пирамиды А1 А2 А3 А4.: 

А1 (0; 2; - 2), А2 (1; 0; - 1), А3 (0; 5; - 1), А4 (0; 2; 1). 
Найти: 

1) длину ребра А1 А2; 

2) угол между ребрами А1 А2 и А1 А4; 

3) площадь грани А1 А2 А3; 

4) объем пирамиды; 
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5) уравнение прямой А1 А2. 

Решение 

1. Найти длину ребра А1 А2. 

( ) ( ) ( )212
2

12
2

1221
zzyyxxAA -+-+-=  

( ) ( ) ( ) 6141212001 222
21

=++=+-+-+-=AA  (ед) 

2. Найти угол между ребрами А1 А2 и А1 А4. 

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ Ù
××=×

412141214121
  AA,AAcosAAAAAAAA , отсюда  

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332211

pppmmm

pmpmpm
cos

++×++

×+×+×
=j ,  

где ( )
321

;; mmmAA 21=  и ( )
341

;; pppAA 21= . 

( ) ( )1;2;1)2(1;20;01
21

-=-----=AA  и ( ) ( )3;0;0)2(1;22;00
41

=----=AA ,  

( )
( ) 6

6
6

1
63

3
96

3

300121

310201 ===
×

=
++×+-+

×+×-+×=
222222

cosj , значит 

6
6arccos=Ðj . 

3. Найти площадь грани А1 А2 А3. 

Найдем векторное произведение векторов ( )1;2;1
21

-=AA  и ( )1;3;0
31
=AA .  

Sпараллелограмма c= , =-=´== úû
ù

êë
é

130
121312131,21

kji
AAAAAAAAc  

( ) ( ) ( )( ) kjikji ×+×-×-=××--×+××-×-××-×-= 315023101113112  

( )3;1;5 --=c  
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Площадь треугольника равна половине площади параллелограмма, т.е. Sтре-

угольника = 2
1  ( ) ( )

2
35315

2
1 222 =+-+-=c  (ед2). 

4. Найти объем пирамиды А1 А2 А3 А4. 
Объем пирамиды равен одной шестой модуля смешанного произведения трех 

векторов, т.е.  

321

321

321

413121
mod

6
1mod

6
1

ccc
bbb
aaa

AAAAAAпирамидыV =××= ÷
ø
öç

è
æ , 

( )1;2;1
21

-=AA , ( )1;3;0
31
=AA  и ( )3;0;0

41
=AA . 

( )( )

( ) )(
2
39

6
1000009mod

6
1

32011003101)2(100331mod
6
1

300
130
121

mod
6
1mod

6
1

3

413121

ед

AAAAAAпирамидыV

=×=---++×=

=×-×-××-××-××-+××+×××=

=
-

=××= ÷
ø
öç

è
æ

 

5. Составить уравнение прямой А1 А2. 

( )1;2;1
21

-=AA  - направляющий вектор прямой ( )
21

AA , точка ( )2;2;0
1

-A  лежит 

на прямой. Тогда каноническое уравнение прямой ( )
21

AA  имеет вид: 

1
2

2
2

1
0 +=

-
-=- zyx , 

1
2

2
2

1
+=-

-= zyx . 

 
Тема 3. Введение в математический анализ 

1. Функция, ее предел. Основные теоремы о пределах 
Литература. [2], Гл. I, § 6-9, Гл. II, § 1-7, 11; [3], Гл. IV, § 1-3 задачи 15-38, 43-
60, 62-71, 73-212, 213-222, 234-281, 329-376. 
Можно использовать также [6], Гл. V, § 14, 16, 17.; [7], Гл. VI, § 1, 4 задачи 
6.1.1., 6.1.28., 6.1.39.; [7], Гл. VI, § 3 задачи 6.4.1., 6.4.14., 6.4.37, 6.4.46.; [5], 
Гл. VI, § 4 задачи 640-654. 
Рекомендуется также разобрать примеры из [3], Гл. IV, § 1, разобрать примеры 
1-4, § 2, разобрать примеры 1-8.  

2. Непрерывность функции 
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Литература. [2], Гл. II, § 10; [3], Гл. IV, § 1-3 задачи 224-233. 
Можно использовать также [6], Гл. V, § 19.; [7], Гл. VI, § 5 задачи 6.5.4., 6.5.6., 
6.5.11. 
 

Примеры решения типовых задач  

№ 3. Вычислить: 
1) Примеры и решение пределов с использованием теорем о пределах:  

· 
¥®x

lim  (1+
х
2 ) = 1 + 0 = 1; 

·  lim
1 ®x

 (4x3 - х + 2) =  lim
1 ®x

4x3 -  lim
1 ®x

х +  lim
1 ®x

2 =4(  lim
1 ®x

x)3 -  lim
1 ®x

х +  lim
1 ®x

2= 

4 * 1 - 1 + 2 = 5. 

 
2) Примеры и решение пределов с использованием методов раскрытия не-
определенностей, а также теорем о пределах: 

·  lim
2 ®x

 
862
32142

+-
-+

xx
xx  = [  lim

2 ®x
)862( +- xx  = 0,  lim

2 ®x
 ( 32142 -+ xx ) = 0] =  

= úû

ù
êë

é
0
0  =  

Для того чтобы раскрыть неопределенность вида úû

ù
êë

é
0
0  надо под знаком предела 

числитель и знаменатель разложить на множители и сократить их далее на об-

щий множитель. 

=  lim
2 ®x )4)(2(

)16)(2(
--
+-

xx
xx  =  lim

2 ®x )4(
)16(

-
+

x
x  = 

42
162
-
+  = - 9. 

·  lim
1 ®x

 
1

38
-
-+

x
x  = 

Здесь мы также имеем неопределенность вида úû

ù
êë

é
0
0 . Домножим числитель и 

знаменатель дроби на выражение, сопряженное числителю (избавляемся от 
иррациональности в числителе): 

=  lim
1 ®x

 
( )( )
( )( )38

38
1

38
++
++

-
-+

x
x

x
x

 =  lim
1 ®x

 
( )
( )( )38

23
2

1
8

++

-

-
+

xx
x

 =  

=  lim
1 ®x

 ( )( )381
98
++-

-+
xx

x
=  lim

1 ®x
 ( )( )381

1
++-

-
xx

x
= 
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=  lim
1 ®x

 ( )( )381
1

++- xx
= = ( ) 6

1
381

1 =
++

. 

·  lim
2 ®x 2

13 1
-
--

x
х  = 

Здесь мы также имеем неопределенность вида úû

ù
êë

é
0
0 . Домножим числитель и 

знаменатель дроби на неполный квадрат суммы выражений 3 1-х  и 1, что-
бы получить разность кубов в числителе: 

=  lim
2 ®x

( )

( ) ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
öç

è
æ

+×-+--

+×-+---

2113 13 212

2113 13 2113 1

ххx

ххх
=  lim

2 ®x ( ) ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷
ø
öç

è
æ

+-+--

--

13 13 212

31
33 1

ххx

х
=  

=  lim
2 ®x ( ) ( ) ÷÷

ø

ö
çç
è

æ +-+--

--

13 13 212

11

ххx

х  =  lim
2 ®x ( ) ( ) ÷÷

ø

ö
çç
è

æ +-+--

-

13 13 212

2

ххx

х =  

=  lim
2 ®x ( ) ÷÷

ø

ö
çç
è

æ +-+- 13 13 21

1

хх
 = 

( ) 13 123 212

1

+-+-
 = 

3
1

111
1 =
++

. 

 
3) Вычислить: 

·  lim
 ¥®x

 
xx

xx
322

12

+
++-  = úû

ù
êë
é
¥
¥  =  

Для того чтобы раскрыть неопределенность вида úû
ù

êë
é
¥
¥  надо под знаком предела 

числитель и знаменатель дроби разделить на переменную х с наивысшим пока-

зателем. 

=  lim
 ¥®x

 

2
3

2

22

2
1

22

2

x

x

x

x
xx

x

x

x

+

++-

 =  lim
 ¥®x

 

x

xx
32

2
111

+

++-
 =  

Осталось воспользоваться теоремами о пределах, а также тем, что функ-

ции x
1

, x
3

 и 2

1
x  - бесконечно малые при х ¥® . 

= 
02

001
+
++-  = 

2
1- . 

 

·  lim
 ¥®x

 
xx

xx
-
-+-

22
14

 = úû
ù

êë
é
¥
¥  =  
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Для того чтобы раскрыть неопределенность вида úû
ù

êë
é
¥
¥  надо под знаком предела 

числитель и знаменатель дроби разделить на переменную х с наивысшим пока-

зателем. 

=  lim
 ¥®x

 

44

22

4
1

44

4

x
x

x
x

xx
x

x
x

-

-+-
 =   lim

 ¥®x
 

3
1

2
2

4
1

3
11

xх

xx
-

-+-
 =  

Осталось воспользоваться теоремами о пределах, а также тем, что функ-

ции 3
1
x

, 4
1
x

 и 
2

2
x

 - бесконечно малые при х ¥® . 

= 
00

001
-
-+-  = ¥=-

0
1 . 

 

·  lim
 ¥®x

 
xx

x
-
+-

42
1  = úû

ù
êë
é
¥
¥  =  

Для того чтобы раскрыть неопределенность вида úû
ù

êë
é
¥
¥  надо под знаком предела 

числитель и знаменатель дроби разделить на переменную х с наивысшим пока-

зателем. 

=  lim
 ¥®x

 

44

42

4
1

4

x
x

x
x

xx
x

-

+-

 =  lim
 ¥®x

 

3
12

4
1

3
1

x

xx
-

+-
 =  

Осталось воспользоваться теоремами о пределах, а также тем, что функ-

ции 3
1
x

 и 4
1
x

 - бесконечно малые при х ¥® . 

= 
02
00

-
+-  = 0

2
0 = . 

 
4) Примеры и решение пределов с помощью замечательных пределов: 

·  lim
0 ®x x

sin3x = 

Домножим числитель и знаменатель дроби на «3» и получим:  

=  lim
0 ®x x

sin3x
3

3 =  

Используя теоремы о пределах и первый замечательный предел, получаем: 
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= 3  lim
0 ®x x

sin3x
3

=3. 

·  lim
0 ®x sin5x

sin2x =  

Поделим числитель и знаменатель дроби под знаком предела на х, после че-

го воспользуемся предыдущим примером, получим: 

=  lim
0 ®x

x
sin5x

x
sin2x

5
5

2
2

 = 
5
2 . 

·  lim
2

 p®x p-x
cosx

2
= 

Сведем данный предел к первому замечательному пределу, для этого сдела-

ем замену у = х -
2
p . Тогда 0®y  при х ®  

2
p , а х = у + 

2
p , откуда 

=  lim
0 ®y

pp

p

-+

+

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

2
2

2
y

ycos
 =  

В числителе дроби используем формулу приведения, тогда 

=  lim
0 ®y 2y

siny-  = 
2
1-  lim

0 ®y y
siny  = 

2
1- . 

·  lim
 ¥®x

 (1 + 
х
2 ) х = 

В данном случае неопределенность вида [ ]¥1 , для ее раскрытия сделаем за-

мену у = 
2
x . Тогда ¥®y  при ¥®x  и исходный предел сводится ко второ-

му замечательному пределу: 

=  lim
 ¥®x

 
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

+

2

11 х

2
2
×

х

 =  lim
 ¥®y

 
y

y

211 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ +  =   lim(
 ¥®y

2
11 ÷

÷

ø

ö
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

y

y
 = 2e . 

·  lim
 ¥®x

 
x

x
x

÷
ø
ö

ç
è
æ

-
-

1
2  = 
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Поделив числитель и знаменатель дроби на х, сведем данный предел ко вто-

рому замечательному пределу, т.е. 

 lim
 ¥®x

 

x

x

x

÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ

-

-

11

21
 =  

( )
 

 

x

x 

x

x 

x
11

2
x

11

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

-
+

-
+

¥®

¥®

lim

lim

 =  

В числителе дроби сделаем замену у = 
2
x- , а в знаменателе дроби t = x- . 

Тогда ¥®y  и ¥®t  при ¥®x  и исходный предел сводится ко второму 

замечательному пределу: 

= 

 
t

y
 

t

t 

y

y 

11

11

-

¥®

-

¥®

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

+

+

lim

lim
2

 = 

 

y
 

t

t 

y

y 

t
11

11

1

2

lim

lim

-

¥®

-

¥®

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

÷
ø
öç

è
æ +

+

 = 
 e

e
1

2

-

-
 = 

e 
1 . 

5) Вычислить предел по правилу Лопиталя. 

· ee
xx

xee

xx

ee
xx

x
xxxx

3
12

1
lim

ln1
lim0

0ln1lim
2

1

2

1
=

+

®
=¢

-

¢
+-

==
-
+-

÷
ø
öç

è
æ

÷
ø
öç

è
æ

®
ú
û

ù
ê
ë

é

®
. 

· 
( )

+¥==¢

¢

=
¥
¥==¢

¢

=¥
¥=

+¥®

÷
ø
ö

ç
è
æ

+¥®ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

+¥®
÷
ø
öç

è
æ

÷
ø
öç

è
æ

+¥®
úû
ù

êë
é

+¥® 2
lim

2
lim2limlimlim

2
2

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

e
x

e
x

e

x

e

x
e

 

Тема 4. Дифференциальное исчисление функции одной переменной 

1. Производная функции 
Литература. [2], Гл. III, § 1-10; [3], Гл. V, § 1-2 задачи 1-138. 
Можно использовать также [6], Гл. V, § 20; [7], Гл. VII, § 1, задачи 7.1.1., 7.1.6., 
7.1.27., 7.1.78; [5], Гл. VII, § 1 задачи 736-738, 745-766. 
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2. Дифференцирование неявных функций. 
Логарифмическое дифференцирование 

Литература. [2], Гл. III, § 11-12, 16, 18; [3], Гл. V, § 5-3 задачи 206-211. 
Можно использовать также [6], Гл. V, § 21, 22; [7], Гл. VII, § 1, задачи 7.1.58., 
7.1.65., 7.1. 72.; [5], Гл. VII, § 1 задачи 768-770, 896-897, 908. 

3. Производная высших порядков 
Литература. [2], Гл. III, § 22; [3], Гл. V, § 4 задачи 162-191. 
Можно использовать также [6], Гл. V, § 23; [7], Гл. VII, § 1, задачи 7.1.83.; [5], 
Гл. VII, § 1 задачи 945-949. 

4. Дифференциал функции 
Литература. [2], Гл. III, § 20, 23; [3], Гл. V, § 3-4 задачи 146-161, 198-205. 
Можно использовать также [6], Гл. V, § 24; [7], Гл. VII, § 2, задачи 7.2.1., 7.2.9., 
7.2.13.; [5], Гл. VII, § 1 задачи 975-981; [3], Гл. V, § 3, 4., разобрать примеры 1-2, 
3. 

5. Исследование функций при помощи производных 
Литература. [2], Гл. V, § 1-12; [3], Гл. V, § 7 задачи 297-352. 
Можно использовать также [6], Гл. V, § 25; [7], Гл. VII, § 4, задачи 7.4.1., 7.4.4., 
7.4.7., 7.4.10., 7.4.13.; [4], Гл. VII, § 2 задачи 996-998, 1050-1054, 1081, 1087, 
1096. 

 
При вычислении производных используется таблица производных эле-

ментарных функций, применяются правила дифференцирования суммы, разно-
сти, произведения и частного функций, а также правило дифференцирования 
сложной функции. 
 

Примеры решения типовых задач  

 
№ 4. Найти производную сложной функции: 
1)  x y 2ln=  

( )
x

xxxxy 1ln2lnln2ln2 ×=×==¢ ¢¢
÷
ø
ö

ç
è
æ . 

2) xxy 102 -=  

xx

x

xx

x

xx

xx
xxy

10

5

102

102

102

10
10

222

2
2

-

-=
-

-=
-

¢
-

=-=¢
÷
ø
ö

ç
è
æ¢

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
. 

3) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ= 3xarctgy  
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( ) 6

2

23

3
3

1
3

1 x
x

x

x
xarctgy

+
=

+

¢

==¢
÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

¢
÷
ø
ö

ç
è
æ . 

№ 5. 
1) Исследовать функцию 21 х

ху
-

=  и построить ее график. 

 
Решение 

1. Функция терпит разрыв при х = 1 и х = - 1.  При всех других значе-
ниях аргумента она непрерывна. Область ее определения состоит из 
трех интервалов ( ) ( ) ( )¥+--¥- ;11;11; UU , а график из трех ветвей. 
 
2. Функция является нечетной, так как у (-х) = -у (х), т.е.  

( )
( )

( )ху
х

х

х

х
х

хху -=
-

-=
-

-=
--

-=- 212121
. 

Следовательно, график ее симметричен относительно начала коорди-
нат. 
 
3. Найдем интервалы возрастания и убывания функции. Так как  

( )
221

12

221

2211

21
÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

-

+=

-

---
=
¢

-
=¢

х

х

х

ххх

х

ху , то  

f ¢  > 0 в области определения, и функция является возрастающей на 
каждом интервале области определения. 

4. Исследуем функцию на экстремум. Так как 221

12

÷
ø
ö

ç
è
æ -

+=¢

х

ху , то крити-

ческими точками являются точки х = 1 и х = - 1 ( у¢  не существует), но 
они не принадлежат области определения функции. Функция экстре-
мумов не имеет. 
 
5. Исследуем функцию на выпуклость. Найдем у ¢¢ : 

( )
321

322

421

221212212

221

12

÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

¢

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-

+×
=

-

-×-××+--×
=

÷
ø
öç

è
æ -

+=¢¢

х

хх

х

ххххх

х

ху . 

Вторая производная равна нулю или не существует в точках х =0, х=1 и х =-1. 
 

Clic
k h

ere
 to

 buy

A
BB

YY PDF Transformer 3.0

www.ABBYY.com
Clic

k h
ere

 to
 buy

A
BB

YY PDF Transformer 3.0

www.ABBYY.com

http://buy.abbyy.com/content/pdftransformer/default.aspx
http://buy.abbyy.com/content/pdftransformer/default.aspx


 18

0>¢¢у                     0<¢¢у                0>¢¢у                     0<¢¢у  
                - 1                        0                          1                                         х 

Точка О (0; 0) – точка перегиба графика функции. 
График выпуклый вверх на интервале (-1; 0) и ( )+¥;1 ; выпуклый вниз на интер-
валах ( )1;-¥-  и (0; 1). 
 
6. Определим асимптоты графика функции. Прямые х=1 и х =-1 являются 
вертикальными асимптотами. Используя соответствующие формулы, выясним 
вопрос о наличии наклонной асимптоты: 

021
lim21lim 1 =

-¥®=-
¥®=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

xxx
х

x

xk  

( 0=k  при -¥®+¥® хх прии ), 

021
lim021

lim =
-¥®=×-

-¥®=
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

x
x

xx
x

x
xb . 

Следовательно, есть горизонтальная асимптота, ее уравнение у = 0.  
 
7. Строим график: 
 
 
          у 
 
 
 
 
 
 
    - 1      0                  1                                   х 
 
 
 
 
 
 
 
2) Исследовать функцию у = х3 - 2х2 +2х – 1 и построить ее график. 

 

Решение 

1. Область определения функции: D (f)  =  ( ¥+¥-   ; ). Функция непрерывна и 

определена при всех значениях х. 
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2. Найдем (если это можно) точки пересечения графика с осями координат. 

Точки пересечения с осью ординат находим, подставив значение х = 0 в функцию 

у = х3 - 2х2 +2х – 1:  

у (0) = 03 -2*02 + 2*0 – 1 = - 1, откуда получаем у = - 1. 

Точки пересечения с осью абсцисс находим из уравнения х3 - 2х2 + 2х – 1 = 0:  

Решим кубическое уравнение, для этого найдем один из корней.  

При х = 1, получаем верное равенство, т.е. 13 -2*12 + 2*1 – 1 = 0.  

 

Разделим х3 - 2х2 + 2х – 1 на х – 1: 

х3 - 2х2 + 2х – 1 х – 1 

х3 - х2   х2 – х + 1 

   – х2 + 2х – 1 

   – х2 + х 

   х – 1 

   х – 1 

  0 

 

х3 - 2х2 + 2х – 1 = (х - 1)(х2 – х + 1).  

Решим уравнение (х - 1)(х2 – х + 1) = 0. 

х - 1 = 0 или х2 – х + 1 = 0 

х = 1   D = - 3 < 0 

Итак, функция проходит через точки (0; - 1) и (1; 0). 

3. Исследуем функцию на четность, изменив знак аргумента на противополож-

ный:  

у(- х)=(- х)3 – 2(- х)2 + 2(- х) – 1 = - х3 - 2х2 - 2х – 1 = - (х3 + 2х2 + 2х + 1) ±¹  у(х). 

Получили совсем другую функцию, значит, исходная функция является функци-

ей общего вида. 

Clic
k h

ere
 to

 buy

A
BB

YY PDF Transformer 3.0

www.ABBYY.com
Clic

k h
ere

 to
 buy

A
BB

YY PDF Transformer 3.0

www.ABBYY.com

http://buy.abbyy.com/content/pdftransformer/default.aspx
http://buy.abbyy.com/content/pdftransformer/default.aspx


 20

4. Функция является непрерывной, значит, нет вертикальных асимптот. Прове-

рим, есть ли наклонная асимптота вида у = kx + b. Для этого найдем угловой ко-

эффициент прямой: k = =
¥® х

xу
x

im )(  l  

= ¥==
-+-

¥®
=

¥
¥=-+-

¥®
ú
û

ù
ê
ë

é
ú
û

ù
ê
ë

é

0
1

2
1

3
1

2
221

12223

х

ххх
x

im
х

ххх
x

im ll , отсюда следует, 

что наклонной асимптоты нет. 

5. Найдем интервалы монотонности. Вычислим производную и приравняем ее к 

нулю: 

у¢ = (х3 - 2х2 +2х – 1)/ = 3х2 - 4х +2 = 0. Из уравнения 3х2 - 4х +2 = 0 найдем кри-

тические точки: D = - 8 < 0. Критических точек нет, функция монотонно воз-

растает на всей области определения. 

 

6. Точек экстремума нет. 

 

7. Найдем интервалы выпуклости и точки перегиба графика функции, если 

они есть. Вычислим вторую производную и приравняем ее к нулю: 

у ¢¢ = (3х2 - 4х +2)/ = 6х – 4 = 0. Из уравнения 6х – 4 = 0 найдем точки, подозри-

тельные на перегиб: х = 
3
2 .  

 

х ÷÷
ø

ö
çç
è

æ ¥-
3
2  ;  ÷÷

ø

ö
çç
è

æ ¥+  ;
3
2  

у ¢¢  – + 

у   
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8. На основании проведенного исследования построим график функции. 

 

          у         

     3 

 

 

 

                                                            - 1   0         1                                        х 

                                                                         - 1 

 

 

 

 
 
 

Тема 5. Теория функции комплексного переменного 

1. Понятие и представление комплексных чисел 
Литература. [2], Гл. VII, § 1; [3], Гл. IX задачи 13. 
Можно использовать также [6], Гл. VI, § 27; [7], Гл. X, § 1, задачи 10.1.1. 
 

2. Действия над комплексными числами 
Литература. [2], Гл. VII, § 2-5; [3], Гл. IX задачи 1-12, 14-52. 
Можно использовать также [6], Гл. VI, § 28; [7], Гл. X, § 2, задачи 10.2.1., 
10.2.2., 10.2.11. 
 

Примеры решения типовых задач  

№ 6. Записать комплексные числа 1z и 2z  в тригонометрической и показатель-
ной форме. Найти: 

1) 21 zz ×  и 
2

1
z
z

 в тригонометрической и показательной форме; 

2) 3
1z  в тригонометрической форме; 

3) 2z  в тригонометрической форме. 

iz 221 += , iz --= 12 . 
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Изобразим числа 1z и 2z  на комплексной плоскости. 
   у     
 
       
        
      2 
    z1                                            
     
 
    z2   - 1   0        2                х          
             
 
Запишем комплексные числа 1z и 2z  в тригонометрической и показательной 
форме. 
 
Тригонометрическая форма записи комплексного числа: z = r (сos j  + i sin j ). 
 
Показательная форма записи комплексного числа: z = r е ij . 
 
Для того чтобы перейти от алгебраической формы к тригонометрической и по-
казательной необходимо найти: 

– модуль комплексного числа r = 22 ух + ; 
– аргумент комплексного числа Arg z или j : 
 
Запишем число iz 221 +=  в тригонометрической и показательной форме. 

222222 =+=r , комплексное число z1 находится в первой четверти, значит 

аргумент комплексного числа будет равен 
x
yarctgzarg =1  = 

4
1 p=arctg . 

 
Тригонометрическая форма записи комплексного числа:  

÷
ø
ö

ç
è
æ += 4sin4cos221

pp iz . 

 
Показательная форма записи комплексного числа: 

i
ez 4

1 22
p

×= . 
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 Запишем число iz --= 12  в тригонометрической и показательной форме. 

( ) ( ) 22121 =-+-=r , комплексное число z2 находится в третьей четверти, 

значит, аргумент комплексного числа будет равен x
yarctgπz +=2arg  = 

4
5

4
ppp =+= . 

 
Тригонометрическая форма записи комплексного числа:  

÷÷
ø

ö
çç
è

æ += 4
5sin4

5cos22
pp iz  

 
Показательная форма записи комплексного числа: 

i
ez 4

5

1 2
p

×=  
 

1) Найдем 21 zz × , 
2

1
z
z

 в тригонометрической и показательной форме. 

Запишем основные формулы: 
· Произведение комплексных чисел в тригонометрической форме: 

÷
ø
öç

è
æ ÷

ø
öç

è
æ÷

ø
öç

è
æ +++×=×

21212121 jjjj isincosrrzz . 

· Деление комплексных чисел в тригонометрической форме: 

÷
ø
öç

è
æ ÷

ø
öç

è
æ÷

ø
öç

è
æ -+-=

2121
2

1

2

1 jjjj isincos
r
r

z
z

. 

· Произведение комплексных чисел в показательной форме: 
( )21

2121
jj +×=× ierrzz . 

· Деление комплексных чисел в показательной форме: 
( )21

2

1

2

1 jj -= ie
r
r

z
z

. 

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+=+++×=×

2
3sin

2
3cos4

4
5

44
5

4
22221

pppppp iisincoszz . 

 

( ) ( )( ) ( ).sincos4sincos4
4

5
44

5
42

22

2

1 pppppppp iiisincos
z
z

-=-+-=-+-=
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
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i
eezz

i
2

3
4222 4

5
4

21

ppp

=×=×
÷
ø
ö

ç
è
æ +

. 
 

iee
z
z i

p
pp

-==
÷
ø
ö

ç
è
æ -

2
2
22 4

5
4

2

1 . 

 
2) Для возведения к.ч. ( )1111 jj isincosrz +×=  в п-ю степень используется фор-
мула, которая называется формулой Муавра: 

÷
ø
öç

è
æ ÷

ø
öç

è
æ÷

ø
öç

è
æ +×=

1111 jj nisinncosrz nn . 

Найдем 3
1z . 

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
÷
ø
öç

è
æ +=×+××=

4
3sin

4
3cos216

4
3

4
322

33
1

pppp iisincosz . 

 
3) Пусть комплексное число задано в тригонометрической форме 
( )jj isincosrz * += . Тогда 

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +++= n
2kisinn

2kcosrn z *
n pjpj , 

где 1n0,1,2,...,k -= . 
Найдем 2z  в тригонометрической форме. 

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
+

+
+

= 2

2
4

5

sin2

2
4

5

cos2
2

πkπ

i
πkπ

z * , 1  ,0=k . 

При 0=k  получаем,  

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

+=
×+

+
×+

=
8

5sin
8

5cos22

02
4

5

sin2

02
4

5

cos2 4
2

pp i
ππ

i
ππ

z * . 

При 1=k  получаем,  

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

+=
×+

+
×+

=
8

13sin
8

13cos22

12
4

5

sin2

12
4

5

cos2 4
2

pp i
ππ

i
ππ

z * . 
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Тема 6. Интегральное исчисление функции одной переменной 

 
1. Неопределенный интеграл. Основные методы интегрирования 

Литература. [2], Гл. X, § 1-6; [3], Гл. VI, § 1-2 задачи 2-135. 
Можно использовать также [6], Гл. VII, § 29, 30; [7], Гл. VIII, § 1-2, задачи 
8.1.1., 8.1.8., 8.1.15., 8.1.22., 8.2.1., 8.2.10., 8.2.15, 8.2.20., 8.2.30. 

 
2. Интегрирование рациональных, тригонометрических  

и иррациональных функций 
Литература. [2], Гл. X, § 7-14; [3], Гл. VI, § 3 задачи 230-253; 17-25, [2], Гл. X, 
задачи 102-126, 127-146, 152-169, 170-188, 189-216. 
Можно использовать также [6], Гл. VII, § 31-33; [7], Гл. VIII, § 3-5, задачи 8.3.1., 
8.3.12., 8.4.1., 8.4.4., 8.4.7., 8.4.9., 8.5.1., 8.5.4., 8.5.7., 8.5.10, 8.5.13., 8.5.16. 

 
3. Определенный интеграл 

Литература. [2], Гл. XI, § 1-6; [3], Гл. VI, § 4 задачи 254-289. 
Можно использовать также [6], Гл. VIII, § 35-39; [7], Гл. IХ, § 1, задачи 9.1.1., 
9.1.2., 9.1.12., 9.1.20., 9.1.46., 9.1.51., 9.1.59, 9.1.61., 9.1.86., 9.1.95. 

 
4. Несобственные интегралы 

Литература. [2], Гл. XI, § 7; [3], Гл. VI, § 6 задачи 355-382. 
Можно использовать также [6], Гл. VIII, § 40; [7], Гл. IХ, § 2, задачи 9.2.1., 
9.2.6., 9.2.8., 9.2.10., 9.2.12. 

 
5. Геометрические и физические приложения определенного интеграла. 

Литература. [2], Гл. XII, § 1-5; [3], Гл. VI, § 5 задачи 290-306, 307-317, 318-334. 
Можно использовать также [6], Гл. VIII, § 41; [7], Гл. IХ, § 3, задачи 9.3.1., 
9.3.5., 9.3.13., 9.3.18., 9.3.25., 9.3.26., 9.3.85., 9.3.92., 9.3.101., 9.3.165., 9.3.166. 
 

Примеры решения типовых задач  

 
№ 7. 
1)  

· Вычислить интеграл ò cosxdxsinxе . 
 

Решение 
 

Данный интеграл вычисляется методом замены переменной. 
Имеем: 

ò cosxdxsinxе = dtcosxdx
tsinx
=

=
 = ò dttе  = e t  + C = esinx +C. 
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Проверка 
 

Если интеграл вычислен верно, то производная e sinx +C должна равняться 
подынтегральной функции cosxsinxе . 

( ) cosxsinxеcosxsinxеCsinxеCsinxе ×=+×=++ ¢¢¢
÷
ø
öç

è
æ=÷

ø
öç

è
æ 0 .  

 

· Вычислить интеграл 
( )

ò
+7 63

2

4x

dxx . 

 
Решение 

 
Данный интеграл вычисляется методом замены переменной. 
Имеем: 

( )
CxCtdtt

t

dt

dtdxx

dtdxx

tx

x

dxx ++×=+××=
-

×=
×

=

=

=

=+

=ò
+

÷
ø
ö

ç
è
æ

òò 7 43
3
7

1

7
1

7
3
17

6

3
1

7 63
3

2

23

43

47 63

2
. 

Проверка 
 

Если интеграл вычислен верно, то производная Cx ++× ÷
ø
ö

ç
è
æ7 43

3
7  должна рав-

няться подынтегральной функции 
( )7 63

2

4+x

x . 

7 6
43

2
237

6
43

7
1

3
77 43

3
7

÷
ø
öç

è
æ +

=×
-

+××=
¢

++× ÷
ø
öç

è
æ

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ

x

xxxCx . 

 
2) Вычислить интеграл ò dxех х2 . 

 
Решение 

 
При вычислении данного интеграла применим метод по частям:  
 

ò ×dvu  = vu ×  - ò ×duv . 
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ò dxех х2  = 
xx evdxedv

xdxduхи
=Þ=
=Þ= 22

 = ò ×- dxеxex хx 22  = (для вычисления 

интеграла ò × dxеx х  снова применим метод интегрирования по частям) =  

= xx evdxedv
dxduхи

=Þ=
=Þ=

 = ÷
ø
ö

ç
è
æ

ò-×- dxеexex хxx 22  =  

= ÷
ø
ö

ç
è
æ +-×- Ceexex xxx 22 . 

 
Проверка 

 

Найдем производную выражения ÷
ø
ö

ç
è
æ +-×- Ceexex xxx 22 . 

( )

.222222

22222

хехxexexхехеххех

xexexхехеххехCxexexxex

×=+×-×-×+×=

=-×+×-×+×=
¢

+-×- ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ

 

 
Интеграл найден верно, так как производная первообразной равна подынте-
гральной функции. 
 

3) Вычислить интеграл ò
+

++ dx
хх

хх

22
4243

. 

 
Решение 

Под знаком интеграла неправильная дробь; выделим целую часть путем деле-
ния числителя на знаменатель. 

ò
+

++ dx
хх

хх

22
4243

 = ò
+
+-++

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
dx

хх
хх

2
442

2
   

(разложим правильную рациональную дробь на простейшие дроби)  
 

( ) 22
44

22
44

++=+
+-=

+

+-
х

В
х
А

хх
х

хх

х ,  

 
( ) ( )хBхAх ++º+- 244 , т.е. 

 
( ) AxBAх 244 ++º+- . 

 
Отсюда следует, что 

Clic
k h

ere
 to

 buy

A
BB

YY PDF Transformer 3.0

www.ABBYY.com
Clic

k h
ere

 to
 buy

A
BB

YY PDF Transformer 3.0

www.ABBYY.com

http://buy.abbyy.com/content/pdftransformer/default.aspx
http://buy.abbyy.com/content/pdftransformer/default.aspx


 28

 

ïî

ï
í
ì

=
-=+

.42
,4

A
BA

ïî

ï
í
ì

-=
=Þ

.6
,2

B
A  

 

2
62

22
44

+
-=

+

+-
хххх

х    и   =÷
ø
ö

ç
è
æ

+
-++=ò

+

+-++ ò
÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

2
622

22
442

хx
хdx

хх

хх  

( ) Cxnxnхх ++-++= 26222
2

ll . 

 
Проверка 

 

Найдем производную выражения ( ) Cxnxnхх ++-++ 26222
2

ll . 

 

( )

( ) ( ) ( )
( ) хх

хх

Cxnxnхх

хх
ххххх

xх
х

22
4243

26222
2

2
62222

2
622

+

++

++-++

=
×+

-+×+×+×+
=

=
+

-++=

¢

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
ll

 

Интеграл вычислен правильно, так как производная первообразной равна 
подынтегральной функции. 
 

№ 8. Вычислить интеграл ò -

9

0 5x
dx . 

 
Решение 

 
При вычислении определенных интегралов используются такие же методы, что 
и при вычислении неопределенных интегралов, но не стоит забывать о преде-
лах интегрирования. 
 

ò

==
==

=
=
=

=
-

9

0

2

93
00

2
5

хпри,t
хпри,t

tdtdx
tx

tx

x
dx  = ( ) =

-
+=

-
+-=ò - òòò

3

0

3

0

3

0

3

0 5
102

5
5525

2
t
dtdtdt

t
t

t
tdt  
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( ) ( ) 5
2ln1065ln2ln1065ln2ln1065ln102 3

0
3
0 +=-+=---+=-×+= tt . 

№ 9. Вычислить несобственный интеграл или установить его расходимость: 

1) ò
¥-

0
dxcosx  

 
Решение 

. 

ò
¥-

0
dxcosx  = asinimsinximdxcosxim

a
a

aaa
lll

-¥®-¥®-¥®

-==ò 000
. 

 
 
Интеграл расходится, так как при -¥®a  предел asinim

a
l

-¥®

 не существует. 

 

2) =ò
¥

×е хnх
dx

 2l
 

1111
1

11
1 212 =-

¥®
-=

¥®
-=ò

¥®
=

=

=

=

=

=ò
×¥®

= ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

bb
im

b

tb
im

b

t

dt

b
im

nbвt
нt

dt
x

dx
tnx

b
e xnx

dx

b
im lll

l

l

l
l  

 
Интеграл сходится. 
 

Тема 7. Функции нескольких переменных 
1. Функции двух переменных 

Литература. [1], Гл. VIII, § 1-4; [7], Гл. ХI, § 1-2 задачи 1-20, 39-52, 59-74, 80-
91; [3], Гл. IX, § 43; [4], Гл. 11, § 1-2. 

2. Производные и дифференциалы функции двух переменных 
Литература. [1], Гл. VIII, § 5-12; [7], Гл. ХII, § 1-4 задачи 1-19, 23-32, 34-45, 
59-66, 75-78, 81-92; [3], Гл. IX, § 44; [4], Гл. 11, § 3-4 задачи 11.3.9-11..53, 
11.4.1-11.4.26. 

3. Касательная плоскость и нормаль к поверхности 
Литература. [6],  Гл.  ХII,  § 4;  [7],  Гл.  ХII,  § 5 задачи 94-103; [6],  Гл.  IX, § 45;  
[4], Гл. 11, § 4 задачи 11.4.27-11.4.32. 

4. Экстремум функции двух переменных 
Литература. [6], Гл. ХII, § 8; [1], Гл. VIII, § 17; [7], Гл. ХII, § 6 задачи 109-118; 
[1], Гл. VIII задачи 47-50; [6], Гл. IX, § 46; [4], Гл. 11, § 7 задачи 11.7.8-11.7.12. 
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Примеры решения типовых задач 
№ 10. Найти угол между градиентами скалярных полей ( )x;y;zu  и ( )x;y;zv  в 

точке М. 
333 zyxU ++= ,  222 zyxV +-= ,  ( )111 ;;M - . 

Решение. 
а) Вычислим градиент скалярного поля 333 zyxU ++=  в точке ( )111 ;;M - . 

Для этого найдем частные производные 
z
U

y
U

x
U

¶
¶

¶
¶

¶
¶   ;  ;  и вычислим их значе-

ния в точке ( )111 ;;M - . 
23x

x
U =
¶
¶ ;  23y

y
U =
¶
¶ ;  23z

z
U =
¶
¶ . 

3=
¶
¶

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

Mx
U , 3=

¶
¶

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

My
U , 3=

¶
¶

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

Mz
U . 

Следовательно, ( )333 ;;gradU = . 

б) Вычислим градиент скалярного поля 222 zyxV +-=  в точке ( )111 ;;M - . 

Найдем частные производные 
z
V

y
V

x
V

¶
¶

¶
¶

¶
¶   ;  ;  и вычислим их значения в точке 

( )111 ;;M - . 

x
x
V 2=
¶
¶ ;   y

y
V 2-=
¶
¶ ;  z

z
V 2=
¶
¶ . 

2=
¶
¶

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

Mx
V , 2=

¶
¶

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

My
V , 2=

¶
¶

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

Mz
V . 

 
Значит, ( )222 ;;gradV = . 
в) Так как градиент – это вектор, то угол между градиентами скалярных полей 

найдем по формуле: 
®®

®®

=
ba

bacos
*

j , т.е. 
222222

cos
zyxzx

zzyyxx

bbbayaa

bababa

* ++++

++
=j . 

Обозначим через j  искомый угол. Тогда 1
444999

666cos =
++++

++=
*

j . 

Следовательно, 0=j . 
 

Тема 8. Дифференциальные уравнения 
1. Общие сведения о дифференциальных уравнениях 

Литература. [2], Гл. ХIII, § 1-2, Гл. ХIII, задачи 1-8; [7], Гл. ХIV, § 1 задачи 1-
9; [3], Гл. Х, § 47. 
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2. Дифференциальные уравнения первого порядка 
Литература. [2], Гл. ХIII, § 3-14, 20, Гл. ХV, § 1, Гл. ХIII, задачи 9-24, 39-50, 
57-80, 89-98; [7], Гл. ХIV, § 1 задачи 20-77; [3], Гл. Х, § 48; [5], Гл. 2, § 1-3. 

3. Дифференциальные уравнения второго порядка 
Литература. [2], Гл. ХIII, § 16-18, 21, 23, 24, Гл. ХIII, задачи 122-137, 148-157, 
167-178; [6], Гл. ХV, § 2-4; [7], Гл. ХIV, § 2 задачи 84-117; [3], Гл. Х, § 49-51; 
[5], Гл. 2, § 6-7. 

Примеры решения типовых задач 

№ 11. Решить дифференциальные уравнения: 

1) хеуу 23 =+¢ . 
 Данное дифференциальное уравнение является линейным, поэтому для 
нахождения его общего решения воспользуемся соответствующим алгоритмом. 

1. Искомую функцию y , будем искать в виде: vuy *= , где 
( )xuu = , ( )xvv = . 
2. Тогда vuvuy ¢+¢=¢ . 
3. Подставим y  и y¢  в исходное уравнение: 

xeuvvuvu 23 =+¢+¢ . 
4. Вынесем из 2 и 3 слагаемого функцию u  за скобки как общий 

множитель: 
( ) xevvuvu 23 =+¢+¢ . 

5. Составим систему двух дифференциальных уравнений. Для 
этого, выражение, стоящее в скобках, будем считать равным нулю: 

ïî

ï
í
ì

=¢
=+¢

xevu
vv

2
03

. 

6. Решим первое уравнение системы. 
03 =+¢ vv ; 

vv 3-=¢ ; 

vdx
dv 3-= ; 

dxv
dv 3-= ; 

ò ò-= dxv
dv 3 ; 

Cxv +-= 3ln , 0=C ; 
xev 3-= . 

7. Подставим найденную функцию xev 3-=  во второе уравнение 
системы и найдем его решение: 

xx eeu 23 =¢ - ; 
xeu 5=¢ ; 
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dxedu x5= ; 

ò ò= dxedu 5x ; 

Ceu x += 5
5
1 . 

8. Запишем общее решение исходного дифференциального урав-
нения: 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ- += Ceey xx 53
5
1 . 

 
2) Найти общее решение дифференциального уравнения 

0=+-¢ x
y

xeyyx . 
 Заданное уравнение является однородным дифференциальным 

уравнением. Поэтому преобразуем его к виду: ÷
ø

ö
ç
è

æ=¢ x
yfy . Для этого 

разделим обе части на x  и получим уравнение: 

0=+-¢ x
y

e
x
yy . 

 Далее сделаем подстановку ux
y = , т.е. xuy *= , получим 

0=+-+¢ ueuuxu , или 

0=+ x
dx

ue
du . 

 Интегрируя, имеем: ò ò-=-
x

dxdue u , 

т.е. 
Clnxlneu --=- , 0¹C . 

Отсюда 
ueCxln -= , 

т.е. 
Cxlnlnu =- , 0¹C . 

 Учитывая, что ux
y = , получаем общее решение заданного урав-

нения 
Cxxlnlny -= , 0¹C . 
 

3) Найти общее решение дифференциального уравнения 
xxeyy 57 =¢-¢¢ . 
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 Это уравнение является линейным неоднородным дифференци-
альным уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами. 
Его общее решение будем искать методом неопределенных коэффи-
циентов. 
 Составим соответствующее ему линейное однородное уравне-
ние: 

07 =¢-¢¢ yy . 
 Запишем его характеристическое уравнение: 

072 =- kk . 
Это уравнение имеет два действительных корня 01 =k  и 72 =k , по-
этому общее решение однородного уравнения имеет вид: 

x
oo eCCy 7

21 += . Правая часть неоднородного уравнения имеет вид: 

( ) ( ) kxexPxf 1= , где ( ) xxP 51 =  - многочлен первой степени, а 1=k  - не 
является корнем характеристического уравнения. 
 Значит, частное решение ищем в таком же виде: ( ) xeBAxчy += . 
( ( ) ( )xQBAx 1=+  - многочлен первой степени с неизвестными коэффи-

циентами). 
 Для определения коэффициентов А  и В  находим 

( ) ( ) xxx eBAxAeBAxAeчy ++=++=¢ , 

( ) xeBAxAчy ++=¢¢ 2 , 
после чего подставляем выражения для чy , чy¢  и чy ¢¢  в исходное диф-
ференциальное уравнение: 

( ) ( ) xxx xeeBAxAeBAxA 572 =++-++ . 
 После сокращения обеих частей на xe  и приравнивая коэффици-
ентов при соответствующих степенях x  в левой и правой части полу-
ченного равенства приходим к системе уравнений относительно неиз-
вестных A  и B : 

ïî

ï
í
ì

=--+
=-

0772
57

BABA
AA , 

т.е. 

ïî

ï
í
ì

=--
=-

065
56
BA

A . 

 Отсюда 6
5-=A , 36

25=B , а x
ч exy ÷÷

ø

ö
çç
è

æ +-= 36
25

6
5 . Тогда общее реше-

ние исходного уравнения имеет вид: 
xx exeCCy ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+ +-+= 36

25
6
57

21 . 
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Задания контрольной работы № 1 
 
1 – 25. Решить систему трех линейных уравнений с тремя неизвестными мето-
дом Крамера.  
 

1. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

-=-
=+-
=++-

.95
,1332
,52

32

321

321

хх
ххх
ххх

   2. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

=++-
=+--

-=--

.4
,732

,1252

321

321

32

ххх
ххх

хх
 

3. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

=+-
-=-

=++-

.332
,42

,1033

321

32

321

ххх
хх

ххх
   4. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

-=+-
=++

=+-

.1223
,10522

,52

321

321

31

ххх
ххх

хх
 

 

5. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

=+-
-=+-
-=--

.73
,23

,1562

31

321

321

хх
ххх

ххх
   6. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

-=--
-=+-

=-+-

.832
,1343

,0

32

321

321

хх
ххх

ххх
 

 

7. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

=++
=+-

-=+-

.63
,73

,12

321

31

321

ххх
хх

ххх
   8. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

=-+
-=+-

-=-

.03
,12

,523

321

321

21

ххх
ххх

хх
 

 

9. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

=-
-=--
-=+-

.12
,1142

,23

21

321

321

хх
ххх

ххх
   10. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

-=-+
-=+-

=+-

.32
,323

,43

321

321

21

ххх
ххх

хх
 

 

11. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

=-+-
=-+

-=-+

.336
,892

,10374

321

321

321

ххх
ххх
ххх

  12. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

-=-+-
=++
-=+-

.13733
,642
,135

321

321

321

ххх
ххх
ххх

 

 

13. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

=+-
=-+-
-=-+

.3423
,525

,10342

321

321

321

ххх
ххх
ххх

  14. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

-=-+
-=-+

-=-+-

.1224
,957

,8652

321

321

321

ххх
ххх

ххх
 

 

15. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

=-+
=+-

-=-+-

.14
,8532

,5653

321

321

321

ххх
ххх

ххх
  16. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

-=+-
=+-
=+-

.42
,4552
,5893

321

321

321

ххх
ххх
ххх
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17. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

=-+-
-=-+
-=-+

.6362
,149
,523

321

321

321

ххх
ххх
ххх

   18. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

=+-
=+-
=++

.942
,654
,432

321

321

321

ххх
ххх
ххх

 

 

19. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

=+-
-=-+
-=-+-

.158
,6274
,432

321

321

321

ххх
ххх
ххх

   20. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

-=-+-
=++
=-+

.4552
,553
,327

321

321

321

ххх
ххх
ххх

 

21. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

=++
=+-
-=-+

.43
,1722
,532

321

321

321

ххх
ххх
ххх

   22. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

-=-+
-=+-

=++

.52
,7623

,285

321

321

321

ххх
ххх

ххх
 

 

23. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

=+-
=-+

-=+-

.33
,173

,472

321

321

321

ххх
ххх

ххх
   24. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

-=-
-=++
-=+-

.54
,124
,732

21

321

321

хх
ххх
ххх

 

 

25. 

ï
ï
î

ïï
í

ì

-=-+
=--
=++

.2
,3225

,323

321

321

321

ххх
ххх

ххх
 

 
26 - 50. Даны координаты вершин пирамиды 4321 AAAA . 
Найти: 
1) длину ребра 21AA ; 
2) угол между ребрами 21AA  и 41AA ; 
3) площадь грани 321 AAA ; 
4) объем пирамиды; 
5) уравнение прямой 21AA . 
 

26. А1 (-1; 2; 1), А2 (-2; 2; 5), А3 (-3; 3; 1), А4 (-1; 4; 3). 

27.  А1 (7; 7; 3), А2 (6; 5; 8), А3 (3; 5; 8), А4 (8; 4; 1). 

28.  А1 (4; 2; 5), А2 (0; 7; 2), А3 (0; 2; 7), А4 (1; 5; 0). 

29. А1 (4; 4; 10), А2 (-4; 10; 2), А3 (2; 8; 4), А4 (9; 6; 9). 

30. А1 (-2; 1; -1), А2 (-3; 1; 3), А3 (-4; 2; -1), А4 (-2; 3; 1). 

31. А1 (1; 1; 2), А2 (0; 1; 6), А3 (-1; 2; 2), А4 (1; 3; 4). 

32. А1 (-1; -2; 1), А2 (-2; -2; 5), А3 (-3; -1; 1), А4 (-1; 0; 3). 
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33. А1 (2; -1; 1), А2 (1; -1; 5), А3 (0; 0; 1), А4 (2; 1; 3). 

34. А1 (-1; 1; -2), А2 (-2; 1; 2), А3 (-3; 2; -2), А4 (-1; 3; 0). 

35. А1 (4; 6; 5), А2 (6; 9; 4), А3 (2; 10; 10), А4 (7; 5; 9). 

36. А1 (3; 5; 4), А2 (8; 7; 4), А3 (5; 10; 4), А4 (4; 7; 8). 

37. А1 (10; 6; 6), А2 (-2; 8; 2), А3 (6; 8; 9), А4 (7; 10; 3). 

38. А1 (1; 8; 2), А2 (5; 2; 6), А3 (5; 7; 4), А4 (4; 10; 9). 

39. А1 (6; 6; 5), А2 (4; 9; 5), А3 (4; 6; 11), А4 (6; 9; 3). 

40. А1 (7; 2; 2), А2 (5; 7; 7), А3 (5; 3; 1), А4 (2; 3; 7). 

41. А1 (8; 6; 4), А2 (10; 5; 5), А3 (5; 6; 8), А4 (8; 10; 7). 

42. А1 (1; 2; 1), А2 (0; 2; 5), А3 (-1; 3; 1), А4 (1; 4; 3). 

43. А1 (-2; -1; 1), А2 (-3; -1; 5), А3 (-4; 0; 1), А4 (-2; 1; 3). 

44. А1 (1; -1; 2), А2 (0; -1; 6), А3 (-1; 0; 2), А4 (1; 1; 4). 

45. А1 (1; -2; 1), А2 (0; -2; 5), А3 (-1; -1; 1), А4 (1; 0; 3). 

46. А1 (0; 3; 2), А2 (-1; 3; 6), А3 (-2; 4; 2), А4 (0; 5; 4). 

47. А1 (-1; 2; 0), А2 (-2; 2; 4), А3 (-3; 3; 0), А4 (-1; 4; 2). 

48. А1 (2; 2; 3), А2 (1; 2; 7), А3 (0; 3; 3), А4 (2; 4; 5). 

49. А1 (0; -1; 2), А2 (-1; -1; 6), А3 (-2; 0; 2), А4 (0; 1; 4). 

50. А1 (3; 0; 2), А2 (2; 0; 6), А3 (1; 1; 2), А4 (3; 2; 4). 

 
51 – 75. Вычислить пределы функций а), б), г), не пользуясь правилом Лопита-
ля. Предел функции в) вычислить по правилу Лопиталя. 
 

51. а) 
15

53lim 2

3

-+-
-

¥® xx
xx

x
;    б) х

хх
x 3

11lim
0

--+
®

; 

в) 
1

sin1lnlim
2

2

0
-

+
®

x
x

e

x)( ;    г) 7
5

7
)215(lim +

-®
+ x

x
x . 

 

52. а) 
xx
xx

x 5
272lim 4

2

-
++-

¥®
;    б) 7

32lim
7 -

-+
® х

х
x

; 

в) ( )
( )3ln

4arcsinlim
4 -

-
® x 

x 
x

;    г) 22
1

2
0

)31(lim x
x

x+
®

. 
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53. а) 
173

4lim 2

2

-+
--

¥® xx
xx

x
;    б) 

xх
хx

x -
-

® 21
lim ; 

в) 
1
44lim

11 -

+

+-®

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

xx e

xtg pp

;    г) 4
2

4
)5(lim -
-

®
- x

x
x . 

 

54. а) 
xx

xx
x 35

522lim 2

12

+-
+-

®¥
;    б) 

131
lim

0 -+® x
x

x
; 

в) 
2

2

0
sin1lnlim

x
x)(

x
-

®
;    г) 3

4

3
)27(lim +

-®
+ x

x
x . 

55. а) 
232

lim 32

2

++
--

®¥ xx
xx

x
;    б) 

2

2

0
11lim
х

х
x

--
®

; 

в) 
2

2

3
3

3lim
π)x(

x)(πtg
πx -

-
®

;   г) x
x

x 24
3

2
)32(lim -
-

®
- . 

 

56. а) 
xx
xx

x 4
253lim 2

2

+
++-

¥®
;    б) 

20
2131lim

хх
хх

x +
--+

®
; 

в) x

xcos
x -® 1

2lim
1

p

;     г) 2
3

2
0

)51(lim x
x

х
-

®
- . 

 

57. а) 
34

53lim 2

4

++
+-

¥® xx
xx

x
;    б) 

23

2

0
131lim

хх
х

x +
-+

®
; 

в) 
2

2

0 5
cos1lim
x

x
x

-
®

;    г) 4

6

4
)29(lim +

-®
+ x

x
х . 

 

58. а) 
xx

xx
x 32

165lim 5

2

+-
-+

¥®
;    б) 3

512lim
3 -

--
® х

х
x

; 

в) 

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ -

-
® xπ

tgх
πx

4
sin

1lim
4

;   г) 2
2

2
)23(lim +
-

-®
-- x

x
х . 

 

59.  а) 
23

47lim 2

2

+-
+-

¥® xx
xx

x
;    б) 

xх
хх

x 5
6231lim

25 -
+-+

®
; 
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в) ( )2arcsin
42lim

2 +
+

-® x
x

x
;    г) 1

3

1
)2(lim -
-

®
- x

x
х . 

 

60.  а) 
xx

xx
x 24

136lim 2

7

+-
--

¥®
;    б) 

22
2lim

2 -
-

® x
x

x
; 

в) 
1

61lim
20
-

-
-

®
x

x
e

хcos ;    г) x
x

х 26
1

3
)4(lim -

®
- . 

 

61. а) 
233

4lim 8

2

+-
-

®¥ xx
x

x
;    б) )1(lim хх

x
-+

¥®
; 

в) 1
2lim

1 -® x

xctg
x

p

 ;   г) 4
2

4
)5(lim -

®
- x

x
х . 

 

62. а) 
722
135lim 2

2

+-
+-

¥® xx
хx

x
;    б) )4(lim 2 --

®¥
хx

x
; 

в) 
11

7 lim
0 -+® x

xsin
x

;    г) 3
4

3
)27(lim +
-

-®
+ x

x
х . 

 

63. а) 
234
42lim 2

6

++
--

¥® xx
хx

x
;    б) )319(lim 2 хх

x
-+

¥®
; 

в) x
хarcsin

x 5
3lim

0®
;    г) 

x

x x
x

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-
+

¥® 2
3lim . 

 

64.  а) 
6

234lim 13

23

--
-+

¥® xx
хx

x
;    б) x

x
x

24lim
0

-+
®

; 

в) arctgx
х

x
5lim

0®
;     г) 

x

x x
x

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

+
-

¥® 12
12lim . 

 

65.  а) 
хxx

x
x +-

+
¥® 23

3

57
118lim ;    б) )3438(lim 22 ++-++

¥®
xxxx

x
 

в)  xx
xсos 

x sin
21lim

0 ×®

- ;   г) 
x

x x
x 2

4
14lim ÷÷
ø

ö
çç
è

æ +
¥®

. 

 

66. а) 
1053

1124lim 3

28

-+
+-

¥® xx
ххx

x
;  б) );11(lim 22 +--++

¥®
xxxx

x
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в) 20 5
3cos1lim

x
x

x
-

®
;    г) 2

1

)25(lim +
¥®

+ х
x

х . 

 

67.  а) 
253
83lim 6

2

--
-+

®¥ xx
хx

x
;     б) 1

24lim
2

1 +
-++

-® x
xx

x
; 

в) 
2

3

0
lim

x
xcoscosx

x
-

®
;    г) 

x

x x
x 2

4
24lim ÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
¥®

. 

 

68.  а) 
253
83lim 2

2

--
-+

¥® xx
хx

x
;    б) 1

221lim
22

1 +
++-++

-® x
xxxx

x
; 

в) 
xсos
xcos

x 21
61lim

0 -
-

®
;    г) 

1

12
32lim

+

¥® ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

+
+ x

x x
x . 

 

69. а) ;
21021

17914lim 3

8

-+
++

¥® xx
хx

x
   б) 4

71lim
4 -

---
® x

xx
x

;  

в) 
20

 1lim
x

xcos
x

-
®

;     г) 
1

16
36lim

+

¥® ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

+
+ x

x x
x . 

 

70. а) 
483
294lim 11

23

+-
++

¥® xx
ххx

x
;   б) 

xx
x

x --+
-

® 62
2lim

2
;  

в) 
xxtg
xcos

x 22
41lim

0

-
®

;    г) 
2

3
1lim

+

¥® ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

+
- x

x x
x . 

 

71. а) 
132
156lim 2

2

+-
+-

¥® xx
хx

x
;     б) 5

91lim
5 -

---
® x

xx
x

; 

в) 
arctgx

x
x

13lim
0

+
®

;     г) 
2

2

2 1lim
x

x x
x

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ -
®¥

. 

 

72. а) 
13

1156lim 2

12

+-
-+

¥® xx
хx

x
;    б) 

xx
x

x --+
-

® 73
2lim

2
; 

в) 
arctgx

x
x

5lim
0®

;     г) 
3

3

3 1lim
x

x x
x

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ -
®¥

. 

 

73. а) 
472
8143lim 52

2

--
+-

¥® xx
хx

x
;    б) 2

37lim
2 +

--+
-® x

xx
x

; 
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в) 
xsin
xsin

x 2
73lim

0®
;     г) 

x

x x
x 5

110
310lim ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-
-

¥®
; 

 

74. а) 
252
10113lim 2

2

++
++

¥® xx
хx

x
;    б) 2

84lim
2 -

--+
® x

xx
x

; 

в) 
xsin
xх

x 3
3lim

2

0

+
®

;     г) 2

7
5lim

х

x x
x

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
+

¥®
. 

 

75. а) 
25152
25254lim 2

22

+-
+-

¥® xx
хx

x
;  б) 

хх
х

x --+
+

-® 35
1lim

1
;  

в) 
xx

х
x coscos
lim

3

3

0 -®
;    г) 

4

4
3lim

+

¥® ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

+
+ x

x x
x . 

 
76 – 100. Найти производную функции:  
 
76. ( )xy cos1ln += .   77. xctgy 4= . 
 

78. xey = .      79. xarcsiny = . 
 

80. 
x

arctgy 1= .     81. ( )xtgy cos= . 

 
82. 2cos -= xy .    83. xy arccos5= . 
 

84. 3 2 2xxy -= .     85. 
22 4

2
1

÷
ø
ö

ç
è
æ -= xy . 

 

86. ÷
ø
ö

ç
è
æ -= 31lg xy .     87. 1+= xey . 

88. ÷
ø
ö

ç
è
æ= xy 6arcsin .   89. ( )xtgxy += ln . 

 
90. ctgxy 3= .     91. xy 3ln= . 
 

92. 3 2 8-= xy .     93. ÷
ø
öç

è
æ= 7 хtgy . 

 

Clic
k h

ere
 to

 buy

A
BB

YY PDF Transformer 3.0

www.ABBYY.com
Clic

k h
ere

 to
 buy

A
BB

YY PDF Transformer 3.0

www.ABBYY.com

http://buy.abbyy.com/content/pdftransformer/default.aspx
http://buy.abbyy.com/content/pdftransformer/default.aspx


 41

94. 
2

log
2

2
xy = .     95. 23 +-= xxy . 

 

96. 
3

arcsin
2xy = .     97. 4arcctgxy = . 

 

98. 4ln -= xy .     99. 5 5xу = . 
 
100. 3cos xу = . 
 
101 – 125. Исследовать функцию средствами дифференциального исчисления и, 
используя результаты исследования, построить график. 
 

101. 12
73 2

+
-= x

ху .      102. 
54

17 2

-
-=

x
xу . 

 

103. 
97

21 2

+
-=

x
xу .      104. 

2
62 2

-
-=

x
xу . 

 

105. 
34

112

-
-=

x
xу .      106. 

23
462

-
+-=

x
хху . 

 

107. 12
122

+
-+= х

xху .     108. 
4

962

+
++=

x
хху . 

 

109. 
2

3 4
x

xу -= .      110 
2

3 32
x

ху -= . 

 

111. х
ху
+
+= 1

1 2
.      112. 

x
ху

23
103 2

-
-= . 

 

113. 
14

109 2

-
-=
x

xу .    114. 
1

12

-
+-=

x
хху . 

 

115. 1
232

+
+-= x

хху .     116. 
3

23
x
ху -= . 
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117. 2
14

х
ху += .      118. 

2

321
x

ху -= . 

 

119. x
ху
+
+= 2

12 .      120. 
2

3 12
x

ху += . 

 

121. 2
4
-

= x
ху .      122. x

ху
+

=1
3

. 

 

123. 1
2 2

+
= х

ху .      124. 2

3 4
х

ху -= . 

 

125. 
8

4
3 -

=
х

ху . 

 
126 – 150. Записать комплексные числа 1z и 2z  в тригонометрической и показа-
тельной форме. Найти: 

1) 21 zz ×  и 
2

1
z
z

 в тригонометрической и показательной форме; 

2) 3
1z  в тригонометрической форме; 

3) 2z  в тригонометрической форме. 
 
126. iz 331 -= , iz --= 12 .   127. iz 31 = , iz +-= 12 . 
 
128. iz  3221 --= , iz --= 12 .   129. iz 331 +-= , iz 222 -= . 
 
130. iz 21 -= , iz  32 --= .  131. iz 551 +-= , iz 22 -= . 
 
132. iz 661 += , iz +-= 32 .   133. iz  3221 -= , iz -=12 . 
 
134. iz 441 +-= , iz 222 += .   135. iz 21 = , iz 222 -= . 
 
136. iz 51 = , iz  32 -= .    137. iz 771 -= , iz -=2 . 
 
138. iz -=11 , iz  32 -= .    139. iz  3331 -= , iz 32 =  
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140. iz 41 = , iz 222 -= .    141. iz 221 -= , iz  312 += . 
 
142. iz 221 += , iz 222 +-= .   143. iz 51 -= , iz  32 += . 
 
144. iz 771 +-= , iz 72 = .    145. iz +=11 , iz  332 +-= . 
 
146. iz  3331 +-= , iz 72 -= .   147. iz 41 -= , iz 222 --=  
 
148. iz 441 --= , iz  311 -= .   149. iz 881 +-= , iz -=12 . 
 
150. iz 61 = , iz 222 += . 
 
151 – 175. Вычислить: 
а) неопределенный интеграл; 
б) неопределенный интеграл; 
в) определенный интеграл; 
г) несобственный интеграл или установить его расходимость. 
 

151. а) ( )ò ×- dxех x261     б) ò +- 422

2

xx
dxx ; 

   в) ò
+7

2

2
x

dxх ;     г) ò
+8

0 3
23 dx

x
х . 

 

152. а) ( )ò ×+ dxех x334 ;    б) dx
x

xx
ò -

+-
1

132
3

2
; 

в) 
( )

ò
+-

0

43 31
3
x
хdx ;     г) ò

¥
-

0

2
dxхе х . 

 

153. а) ( )ò ×- xdxsinх 4 164 ;    б) dx
xxx

x
ò +++

-
1644

73
23

; 

в) ò -
1

0 4 x
dxх ;      г) ò +-

5

3 3 3х
dx . 

 

154. а) ( )ò ×- dxех x325 ;    б) ò
+++ 2223 xxx

dx ; 

в) ò
--

0

8 3 25 x
dx ;     г) ò

¥

е хnх
dx

 2l
. 
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155. а) ( )ò ×- xdxcosх 2 24 ;    б) ò +++ 485,0 23

2

xxx
dxx  ; 

в) ò -
4

0 3х
dx ;    г) 

( )ò
-

5

4
24х

dx . 

 

156. а) ( )ò ×- xdxsinх 2 42 ;    б) dx
xxx

x
ò -+

+
2

3
23

; 

в) 
( )

ò
--

1

4 35 x
хdx ;     г) ò -

2

1 1х
хdx . 

 

157. а) ( )ò - - dxех x234 ;    б) ( )
ò

++
-

65
3

24

2

xx
dxx ; 

в) ò +--

0

43 12 x
dx ;    г) ò

-

0

2
  

p
dxхtg . 

 

158. а) ( )ò ×- - dxех x392 ;   б) dx
xx

x
ò

+-
-

65
4

2
; 

в) ; ò
+-

0

1 3 28 x
dx     г) ò

4

0
2 
  p

xsin
dxхсos . 

 

159. а) ( )ò ×+ xdxcosх 2 65 ;    б) ( )
ò

-+
+-

32
1

24

2

xx
dxxx ; 

в) ò ++-

0

41 131 x
dx ;    г) ò

++

¥

0 2 52xx
dx . 

 

160. а) ( )ò ×- xdxcosх 5 23 ;    б) ( )
ò

+
+

хx
dxx

4
56

2
; 

в) ò
+-

0

1 3 24 x
dx ;     г) 

( )
ò

+-

0

1 31x
dx . 

 

161. а) ò ×- ÷
ø
öç

è
æ xdxcosх 2 32 ;  б) ( ) ( )dxххх

xx
ò +×-×

-+
11

323 2
 ; 

в) ò +
4

0 4 x
dxх ;      г) ò

2

0
  

p
dxхсtg . 

 

162. а) ò × dxх x3 ;      б) dx
хx

x
ò

-+
+

103
32

2
; 
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в) ò
-6

3

3
x

dxх ;     г) ò
-

1

0 21 х
dx . 

 

163. а) ( )ò ×+ xdxcosх 3 74 ;    б) ò -814

2

x
dxx ; 

в) ò +

++ ÷
ø
ö

ç
è
æ

3

0

2

1

1

х

dxхх
   г) ò

+

¥

0 2 19x
dx . 

 
 

164. а) ( )ò ×- xdx х 4cos52 ;    б) ò +13x
dx ; 

в) ò -+
-6

2 21
2

х
dxх ;     г) ò

¥
-

0

5 dxе х . 

 

165. а) ( )ò ×- xdxcosх 5 38 ;    б) ( )
ò

++
-

86
6

24

3

xx
dxx ; 

в) ò -
49

25 6x
dxх      г) ò

- 2

0
3 

е

хnх
dx
l

. 

 

166. а) ( )ò ×+ xdxsinх 3 5 ;   б) dx
xx

x
ò

++
+

102
25

2
 ; 

в) ò +

1

0 72х
хdx ;     г) ò

¥

е хnх
dx

 l
. 

 

167. а) ò × xdxnх  l ;    б) ò
+-

+ ÷
ø
öç

è
æ

хxx

dxx

65

1
23

3

; 

в) ò
+-

0

8 3 2

3 2

3 x
dxx ;     г) ò

¥-

-
0 2

dxхе х . 

 

168. а) ò × xdxсosх  ;     б) ò +13x
хdx ; 

в) ( )ò -
9

4 1хх
dx ;     г) ò

+

¥

0 2 14x
dx . 

 

169. а) ò ×sin xdxх ;     б) ò -14x
dx ; 
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в) ò
-+

2

1 4 12 x
dx ;     г) 

( )
ò

+

-

-

4

5 3 45х
dx . 

 

170. а) ( )ò ×- xdxsinх 2 32 ;    б) dx
xх
x

ò
+×
+

÷
ø
ö

ç
è
æ 1

13
2

; 

в) ò +
4

0 5х
dx ;    г) 

( )ò
+

¥

144 2х
dx . 

 

171. а) ( )ò ×+ xdxsinх 5 34 ;    б) ò
+-

+ ÷
ø
öç

è
æ

23

1
2

3

хx

dxx
; 

в) ò +
1

0
41 х

хdx ;      г) ò
4

0
2 

 p

xsin
dx . 

 

172. а) ( )ò ×- xdxsinх 4 107 ;    б) dxx
хx

ò
+
++ 222
53 ; 

в) ( )ò +
3

1 1 хх
dx ;     г) ò

-

1

0 3

2

1 х
dxх . 

 

173. а) ( )ò ×+ cos xdxх2 ;   б) ( )
ò -+

+
65

6
2

3

xx
dxx ; 

в) ò +
1

0
31 х

хdx      г) ò
- ÷

ø
ö

ç
è
æ

6

2
3

224
dx

x

х . 

 

174. а) ò ×- ÷
ø
öç

è
æ xdxsinх 3 82 ;   б) dx

хx
x

ò
--

-
6

4
2

3
; 

в) ò + -

1

0
хх ее

dx ;     г) ò
1

0 х
dx . 

 

175. а) ò ×-+ ÷
ø
ö

ç
è
æ хdxnхх  764 3 l ;   б) dx

хx
x

ò
--

+
2

2
2

3
; 

в) ò
4

1 х
dxе х

;     г) ò
++

¥

1 2 1xx
dx . 
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176 - 200. Найти угол между градиентами скалярных полей ( )x;y;zu  и ( )x;y;zv  
в точке М. 

176. 
xyz

u 1= , 222 69 zyxv ++= , 
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

6
1

3
11 ;;M . 

177. 
zxy

u
2

1= , 2
2

2 26
2

32 zyxv --= , 
÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

2
322 ;;M . 

178. 
32

2

zy
xu = , 

3
8

22

333 zyxv --= , 
÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

2
322 ;;M . 

179. 
z
yxu

23
= , 

zyx
v

6
143 -+= , 

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

6
121 ;;M . 

180. 
y

xzu
2

= , 333 26666 zyxv +-= , 
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
1

6
1

6
1 ;;M . 

181. 
y
xzu = , 333 66 zyxv ++= , 

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
-1

6
1

6
1 ;;M . 

182. 
x

yzu
2

= , 
zyx

v
3
2

2
6

2
6 +-= , 

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

3
1

2
1

2
1 ;;M . 

183. 
2

2

z
xyu = , 2

2
2 23

2
23 zyxv --= , 

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

3
22

3
1 ;;M . 

184. 
yzx

u
2
1= , 

zyx
v

3
1

9
224 ++= , 

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

6
1

3
12 ;;M . 

185. 
32

2

zy
xu = , 

zyx
v

22
3326 -+= , 

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

2
322 ;;M . 

186. 
zx

yu
2

3
= , 

zyx
v

4
6

2
32 -+= ,  

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

2
1

2
3

3
2 ;;M . 

187. xyzu = , 222 69 zyxv ++= , 
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

6
1

3
11 ;;M . 

188. 
x

yzu
2

= , 222 3zyxv --= , 
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

3
1

2
1

2
1 ;;M . 

189. 
2xz

yu = , 333 26666 zyxv +-= , 
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

2
1

6
1

6
1 ;;M . 
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190. 
x
zyu

32
= , 

zyx
v

2
3322

2
1 --= ,

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

2
32

2
1 ;;M . 

191. 
2

32

x
zyu = , 

zyx
v

22
3326 ++= , 

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

2
322 ;;M . 

192. zxyu 2= , 2
2

2 26
2

32 zyxv --= , 
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

6
1

3
21 ;;M . 

193. 
2yz

xu = , 
zyx

v
3
2

2
6

2
6 -+= , 

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

3
1

2
1

2
1 ;;M . 

194. 
22

2

yx
zu = , 2

22
2

22
3 zyxv +-= , 

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

2
32

2
1 ;;M . 

195. 32 yzxu = , 22 223
2
3 zyxv -+= , 

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

2
3

3
12 ;;M . 

196. 
22

2

yx
zu = , 

3
4

22
29

33
3 zyxv --= , 

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

2
32

3
1 ;;M . 

197. 
32zy

xu = , 
zyx

v
2

3322
2
1 --= ,

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

2
32

2
1 ;;M . 

198. yzxu 2= , 
zyx

v
3
1

9
224 ++-= , 

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

2
3

3
12 ;;M . 

199. 
x
zyu

32
= , 

3
8

22

333 zyxv --= , 
÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

2
322 ;;M . 

200. 
2

2

y
zxu = , 3

33
38

3
22

2
3 zyxv ++-= , 

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

2
1

2
3

3
2 ;;M . 

 
201 -225. Найти общее решение дифференциальных уравнений: 
201.   а) хеуу =-¢ ; 

б) 022 22 =+- ÷
ø
ö

ç
è
æ xy dy dxух ; 

в) 02 =+¢+¢¢ yyy . 
202.   а) 12 =-¢ yуx ; 

б) ( ) 02 22 =-++ ÷
ø
ö

ç
è
æ  dyух dxухx ; 

в) 02 =-¢+¢¢ yyy . 
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203. а) xууx -=+¢ ; 

б) 0222 =+- ÷
ø
ö

ç
è
æ xy dydx yх ; 

в) 023 =+¢-¢¢ yyy . 

204. а) 
2

2 хеyху * =-¢ ; 

б) 
x

уху
2

3+=¢ ; 

в) 03 =¢+¢¢ yy . 

205. а) 22 хуху =+¢ ; 
б) ( ) 022 =-+ x dy dxух ; 
в) 02 =-¢¢ yy . 

206. а) уху +=¢ ; 
б) ( ) х dy dxуху =+2 ; 
в) 04 =-¢¢ yy . 

207. а) xуу =+¢ ; 

б) 
x

уху
-
+=¢ 2 ; 

в) 065 =+¢-¢¢ yyy . 
208. а) хуxу -=¢ ; 

б) ydyуdxxdу =- ; 
в) 052 =+¢+¢¢ y,yy . 

209. а) хеууx =+¢ ; 

б) 022 =++ ÷
ø
ö

ç
è
æ ху dy dxxух ; 

в) 04 =+¢¢ yy . 
210. а) 3=+¢ ууx ; 

б) 
x
y 

х
уу sin+=¢ ; 

в) 04 =+¢¢ yy . 

211. а) xyуx +=¢ 12 ; 

 б) 
xy

dy
xy

dх
-

=
+

; 

в) 0=+¢¢ yy . 

212. а) 52 xyуx =+¢ ; 

б) 
yx

уу
+

=¢ ; 
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в) 032 =+¢-¢¢ yyy . 

213. а) 
2

22 хxеyху *
-=+¢ ; 

б) 22 ухуxy +=¢- ; 
в) 0103 =-¢-¢¢ yyy . 

214. а) x
x
yу =-¢ 3 ; 

б) ( ) 0=-+ dyyxуdx ; 
в) 023 =+¢-¢¢ yyy . 

215. а) n xууx l=+¢ ; 

 б) 
yx

уxу
2-
-=¢ ; 

в) 022 =+¢-¢¢ yyy . 
216. а) xхуу =+¢ ;  

б) 
3

22

х
yxхyу -=¢ ; 

в) 04 =-¢¢ yy . 

217. а) xeуу =+¢ ; 

б) 
x
yxyyx * sin+=¢ ; 

в) 0=+¢¢ yy . 

218. а) 03 2 =-+¢ xyyх ; 

 б) x
y

xeyxу -¢= ; 
в) 02 =+¢-¢¢ yyy . 

219. а) xxyу 32 =-¢ ; 

б) 
х

yxyу 2+=¢ ; 

в) 086 =+¢-¢¢ yyy . 
220. а) xxyу 22 =+¢ ; 

б) yyxyx ** ¢=+ 22 ; 
в) 032 =-¢+¢¢ yyy . 

221. а) 1+=+¢ n xууx l ; 

б) y
x
yxtgyx =+¢ ; 

в) 023 =+¢+¢¢ yyy . 

Clic
k h

ere
 to

 buy

A
BB

YY PDF Transformer 3.0

www.ABBYY.com
Clic

k h
ere

 to
 buy

A
BB

YY PDF Transformer 3.0

www.ABBYY.com

http://buy.abbyy.com/content/pdftransformer/default.aspx
http://buy.abbyy.com/content/pdftransformer/default.aspx


 51

222. а) xy
х

у 31 =+¢ ; 

б) yyxyxy ** ¢=¢+ 22 ; 
в) 023 =+¢+¢¢ yyy . 

223. а) 2x
x
yу =+¢ ; 

б) 
yх
yxу

-
+=¢ ; 

в) 0=+¢+¢¢ yyy . 

224. а) 3
23
xх

yу =+¢ ; 

б) 
x
yx

y
ey +=-¢ 1 ; 

в) 0=¢+¢¢ yy . 

225. а) y xуx
2
1+=¢ ; 

б) ( ) 02 =--  dyxy dxух ; 

в) 23 2 +=¢-¢¢ хyy . 
 
 
 
 

Основные формулы 
 
1. | a | = 222

z а у а хa ++  - модуль вектора 

 
2. Формулы деления отрезка в данном отношении:  

l
l
+
×+

=
1

СА
к

хх
х , 

l
l
+
×+

=
1

СА
к

уу
у , где l  - отношение 

КС
АК . 

 
3. Линейные операции над векторами в координатной форме: 

a  = (ax, ау, аz) и b  = (bx; bу; bz) 
 

· a  ± b  = (ax ±  bx; ау ±  bу ; аz ±  bz). 
 

· l a  = (l ax; l ау ; l аz). 
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· a  = b
ï
î

ï
í

ì

=
=
=

Û

zвzа
увуа
xвха

 

 

· коллинеарность векторов: l  = 
zb
za

yb
ya

xb
ха

== . 

 

4. Формула скалярного произведения a b  = | a | * |b | cos ( a ,b ), где φ = (
Ù
ba , )  

 
5.Скалярное произведение в координатной форме a  b  = axbx + ауbу + аzbz. 
 

6. Формула для нахождения угла между векторами cos ( a ,b ) = 
bа
bа
×
×  

 
7 .Векторное произведение в координатной форме  
 

a´b   = 

zbybxb
zayaxa

kji
 

8. a ||b  Û  a´b  = 0  (и наоборот), т.е. a´b = 

zbybxb
zayaxa

kji
 = 0  Û  

хв
ха

 = 
ув
уа

 = 
zв
zа  

 
9. Sпар. = | a´b |, Sтр. = 

2
1 | a´b |. 

 
10. Смешанное произведения векторов в координатной форме 
 

a b с  = 

zсyсxс
zbybxb
zayaxa
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11. a b с = 0Û

zсyсxс
zbybxb
zayaxa

 = 0 Û  векторы  a , b ,  с  компланарны. 

 

12. Объем параллелепипеда: V = | a b с |.  
 

      Объем треугольной пирамиды: V = 
6
1  | a b с |. 

 
13. Ах + By + С = 0 - общее уравнение прямой, где А, В, С – произвольные 
числа. 
 
14. Уравнение прямой, проходящей через данную точку МО(хО; уО) с направ-
ляющим вектором (с; d) 

d
уу

с
хх 00 -

=
-

 

 
15. Уравнение прямой, проходящей через две точки М1 (x1; y1) и М2 (x2; y2) 

 

12
1

12
1

хх
хх

уу
уу

-

-
=

-

-
 

 
16. А(х - х0) + В(у – у0) = 0 - уравнение прямой, проходящей через заданную 
точку перпендикулярно заданному вектору, где (А; В) координаты нормаль-
ного вектора прямой, (х0; у0) координаты текущей точки, а х и у переменные. 
 
17. Формула для нахождения расстояния от точки (х1; у1) до прямой 

Ах + By + С = 0: 
22

11

BA

CyBхA
d

+

+×+×
= . 

 
18. (х +х0)2 + (у + у0)2 = r 2– каноническое уравнение окружности с 
центром в точке (х0; у0), радиусом r. 

19. 12
2

2

2
=+

b
у

а
х  - каноническим уравнением эллипса.  

 

20. 12
2

2
2

=-
b
у

а
х  - каноническое уравнение гиперболы. 

 
21. Канонические уравнения парабол: у2 = 2рх ,  у2 = —2рх, х2 = 2ру,  
     х2 = —2ру (р > 0)  
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22. Основные теоремы о пределах: 
·  

0
 xx
lim
®

 f(х) = А, то он единственный.  

·  
0

 xx
lim
®

( f(х) ± g(x)) =  
0

 xx
lim
®

 f(х) ±  
0

 xx
lim
®

g(x) = А ± В 

·  
0

 xx
lim
®

( f(х) * g(x)) =  
0

 xx
lim
®

 f(х) *  
0

 xx
lim
®

g(x) = А * В 

·  
0

 xx
lim
®

 Сf(х) = С  
0

 xx
lim
®

 f(х) 

·  
0

 xx
lim
®

( f(х))n = (  
0

 xx
lim
®

 f(х))n  = Аn  

·  
0

 xx
lim
® )(

)(
xg
xf  = 

)(

)(

 

 

0

0

 

 

xg

xf

xx

xx

lim

lim

®

®
 = 

B
A  (  

0
 xx
lim
®

g(x) ¹  0) 

 
23. Первый замечательный предел: 
 

 
0 ®x

lim
x

sin(x)  = 1;  
0 ®x

lim
sin(x)

x  = 1;  
0 ®x

lim
x
xtg )(  = 1 

 
24. Второй замечательный предел: 
 

 
0 ®x

lim (1 + х)
x
1

 = е;  
 ®¥x
lim (1 + 

x
1 )х = е 

 
25. Производной функции f(x) в точке 0x : 

( ) ( ) ( ) ( )0
0

0x
00

0x
xfx

xf
limx

xfxxf
lim ¢==

-+
®® Δ

Δ
Δ
Δ

ΔΔ
 

 
26. ( ) ( )( )000 xxxfxfу -¢+=  - уравнение касательной. 
 

27. ( ) ( )0
0

0 xx
xf

1xfу -
¢

-=
÷
ø
öç

è
æ

 - уравнение нормали. 

 
28. ( )( ) ( ) ( )xgxfxgf(x) ¢±¢=¢±  
 
29. ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )xgxfxgxfxgf(x) ¢+¢=¢*  
 

30. 
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )xg

xgxfxgxf
xg

f(x)
2

¢-¢
=
¢
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ  
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31. производной сложной функции: ( ) ( )xufy *ux j ¢¢=¢ . 
 

32. Производная функции, заданная параметрически: y¢ х = 
tx
ty
¢
¢

, y ¢¢ хх = 
( )

tx
tхy
¢

¢¢
. 

 
33. Формулы дифференцирования 
 
№ 
п/п 

Производная простой функции Производная сложной функции 

1 2 3 
1 ( ) 0с =¢   

2 ( ) 1=¢х   
3 1-÷

ø
öç

è
æ =

¢ nn nxх  unuu nn ¢=
¢ -÷
ø
öç

è
æ 1  

4 ( )
x2

1х =¢  ( )
u2

uu ¢
=¢  

5 
2x

1
x
1 -=
¢

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ  
2u

u
u
1 ¢

-=
¢

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ  

6 lnaaa xx =
¢
÷
ø
öç

è
æ  ulnaaa uu ¢=

¢
÷
ø
öç

è
æ *  

7 xx ее =
¢
÷
ø
öç

è
æ  uее uu ¢=

¢
÷
ø
öç

è
æ  

8 ( ) xlna
1xloga =¢  ( ) ulna

uuloga
¢=¢  

9 ( ) x
1lnx =¢  ( ) u

ulnu ¢=¢  

10 ( ) cosxsinx =¢  ( ) ucosusinu ¢=¢ *  
11 ( ) sinxcosx -=¢  ( ) usinucosu * ¢-=¢  
12 ( )

xcos
1tgx

2
=¢  ( )

ucos
utgu

2
¢

=¢  

13 ( )
xsin

1ctgx
2

-=¢
 

( )
usin

uctgu
2
¢

-=¢  

14 ( )
2x1

1arcsinx
-

=¢  ( )
2u1

uarcsinu
-

¢
=¢  

15 ( )
2x1

1arccosx
-

-=¢  ( )
2u1

uarccosu
-

¢
-=¢

 

16 ( )
1x

1arctgx
2 +

=¢  ( )
1u

uarctgu
2 +

¢
=¢  

Clic
k h

ere
 to

 buy

A
BB

YY PDF Transformer 3.0

www.ABBYY.com
Clic

k h
ere

 to
 buy

A
BB

YY PDF Transformer 3.0

www.ABBYY.com

http://buy.abbyy.com/content/pdftransformer/default.aspx
http://buy.abbyy.com/content/pdftransformer/default.aspx


 56

17 ( )
1x

1arcctgx
2 +

-=¢  ( )
1u

uarcctgu
2 +

¢
-=¢  

 
34. Формула дифференциала функции: ( )dxxfdy *0¢=  
 

35. ( ) ÷
ø
öç

è
æ÷

ø
öç

è
æ ±=± 00 xdgxdfgfd  

 
36. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0000 xdgxfxgxdfgfd *** +=  
 

37. 
( ) ( ) ( ) ( )

( )0
2

0000
xg

xdgxfxgxdf
g
fd

** -
=÷÷

ø

ö
ç
ç
è

æ
. 

 
38.  

· ( ) 22 dxxfyd ¢¢=  
· ( ) ( )( ) ( )( )3223 dxxfdxxfdyddyd ¢¢¢=¢¢==  
· ( ) ппп dxyd =  
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